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Abstract
In 1974 Roger Penrose has constructed the Penrose tiling, a class of aperiodic tilings of
the euclidean plane. It is made from only two sorts of tiles, the two isosceles triangles
formed by the sides and diagonals of the regular pentagon. This tiling enjoys a sort of
self-similarity: the tiles are subdivided uniquely by smaller tiles with equal shapes, and
also the smaller tiles can be subdivided again and again by the same rule. On each stage,
the small tiles together form another Penrose tiling. This process is called deflation, its
inverse process is called inflation. The described property which follows in an elementa-
ry way from the pentagon geometry is purely local: the subdivision in each part of the
tiling is independent from the rest of the tiling. But the same tiling can be obtained
also globally by a 2-dimensional projection from the 5-dimensional space. This method
has been developed by Nicolaas Govert de Bruijn as an algebraic approach to Penrose
patterns and it can be used in order to construct many other tilings in the euclidean
2-plane and 3-space. However, most of these tilings do not admit a subdivision with a
local construction.
In the present paper this problem of a locally defined deflation subdivision is investigated
for the three-dimensional Penrose pattern, more precisely, for a class of 3-dimenisonal
tilings for which in some sense the pentagon is replaced by the icosahedron. Such ti-
lings are considered as possible models for quasicrystals; therefore the question of a
local construction has some physical significance. However this paper follows a purely
mathematical course and it is based on geometry. It shows how to understand the icosa-
hedral Penrose pattern not by computer algorithms, but by elementary local geometric
constructions. In Chapter 1, starting from de Bruijn’s projection method from 6 to 3
dimensions for the icosahedral Penrose tiling, the two tiles (the building blocks) are
constructed and the specific deflation is determined. In chapter 2 the possible vertex
configurations of this pattern are established. This knowledge is used in Chapter 3 to
investigate what happens to the tiles under deflation. Do these patterns generated by the
projection method allow a unique locally defined subdivision, like the original Penrose
tilings? Or at least, are there certain fixed substructures present in every subdivision?
And what are the remaining choices?
The main result is the construction of such a fixed structure in every tile, having the
full symmetry of the tile. It determines the deflation subdivision completely up to small
gaps which allow several fillings; these fillings just differ by symmetries which however
do not extend to the ambient tiling. With some greater effort, the possible fillings can
also be determined. This shows that the icosahedral Penrose tiling is essentially locally
determined. If a quasicrystal has such a structure, then each atom knows its place, like
in a periodic crystal.

Einfu¨hrung
Die Anfa¨nge der Kunst der Pflasterung reichen weit in die Geschichte der Menschheit
zuru¨ck. Bereits zur Zeit der Griechen und der Ro¨mer war das Mosaik eine a¨ußerst be-
liebte Dekorationstechnik. Das Wort
”
Mosaik“ entstammt dem griechischen Begriff der
Musa, den To¨chtern des Zeus und der Mnemosyne, welche im antiken Griechenland nach
der U¨berlieferung des Hesiod als Schutzgo¨ttinnen der Wissenschaften und Ku¨nste galten.
Hergestellt wurden Mosaike durch das Zusammensetzen kleiner Steine zu Bildern und
Ornamenten, wozu die verschiedensten Materialien verwendet werden konnten: anfangs
vor allem Kieselsteine, spa¨ter dann Naturstein, Ton, Marmor oder auch Glas. Dabei spiel-
Abbildung 1.: Neptun und Amphitrite, Wandmosaik in Herculaneum, Italien1
ten geometrische Gesichtspunkte, wie mo¨gliche Symmetrien oder Periodizita¨t, schon fru¨h
eine wichtige Rolle: Neben der Darstellung konkreter Objekte und Figuren der realen
oder der mythischen Welt waren vor allem solche Mosaike von Interesse, die bestimmte
Regelma¨ßigkeiten aufwiesen und daher dem Auge des Betrachters als besonders scho¨n
erschienen. Aus der traditionellen islamischen Kunst sind daru¨ber hinaus auch Mosaike
bekannt, die keine Periodizita¨t, sondern die Eigenschaft der Selbsta¨hnlichkeit besitzen,
siehe [LUS],[SC].
Doch wie ist es u¨berhaupt mo¨glich, mit Pflastersteinen die ganze Ebene zu u¨berdecken?
Dazu ist eine endliche Idee no¨tig, die sich ins Unendliche fortsetzen la¨sst, und hierfu¨r
gibt es die folgenden beiden Mo¨glichkeiten: Periodische Fortsetzung, d. h. alles wieder-





Trotz ihrer langen Geschichte in Architektur und Kunst spielten Pflasterungen in der
Mathematik erstaunlicherweise u¨ber Jahrhunderte hinweg eine eher untergeordnete Rol-
le. So schreiben Branko Gru¨nbaum und Geoffrey Shephard 1987 im Vorwort zu ihrem
mittlerweile als Standardwerk geltenden Buch Tilings and Patterns:
”
Perhaps our big-
gest surprise when we started collecting material for the present work was that so little
about tilings and patterns is known. We thought, naively as it turned out, that the two
millenia of development of plane geometry would leave little room for new ideas. Not
only were we unable to find anywhere a meaningful definition of a pattern, but we also
discovered that some of the most exciting developments in this area (such as the phe-
nomenon of aperiodicity for tilings) are not more than twenty years old“ [GS, preface].
Was ist damit konkret gemeint?
Im Jahr 1966 kann Robert Berger als Erster beweisen, dass es u¨berhaupt mo¨glich ist,
die Ebene aperiodisch zu pflastern. Sein urspru¨ngliches Beispiel verwendet noch 20426
verschiedene Pflastersteine, sogenannte Wang Dominos, doch schon wenig spa¨ter gelingt
es ihm, die Anzahl der beno¨tigten Steine auf 104 zu reduzieren. In den folgenden Jahren
werden immer kleinere Sa¨tze von Pflastersteinen gefunden, bis schließlich Roger Penrose,
Mathematiker und theoretischer Physiker, 1974 das nach ihm benannte Penrose-Muster,
eine aperiodische Pflasterung der Ebene bestehend aus nur zwei verschiedenen Pflaster-
steinen, findet, siehe [P]. Martin Gardner verku¨ndet diese Entdeckung in seiner damals
Abbildung 2.: Ausschnitt aus einem Penrose-Muster2
viel gelesenen Kolumne Mathematical Games in der Augustausgabe 1975 des Scientific
American. Im darauf folgenden Fru¨hjahr erreicht Gardner ein Brief von Robert Ammann,
der behauptet, ebenfalls zwei Pflastersteine gefunden zu haben, welche die Ebene aper-
iodisch pflastern. Gardner ist u¨berrascht, denn weder er noch die damalige Fachwelt
kennen Ammann. Wie sich herausstellt, hat Ammann das Penrose-Muster gleichfalls
entdeckt, jedoch mit einer vo¨llig anderen Herangehensweise und einem anderen Paar
von Pflastersteinen. Doch wer ist dieser Mann? Ammann selbst bezeichnet sich auf diese
Frage hin als
”
amateur doodler with math background“[S2, p. 11]. In jenem Brief an
Gardner berichtet er zudem von einem Set dreidimensionaler Pflastersteine zur Erzeu-
gung einer aperiodischen Pflasterung des Raums, welche jedoch zu dieser Zeit – nur
2http://www.spiegel.de/fotostrecke/fotostrecke-28393-2.html, 06.05.2011
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wenige Jahre spa¨ter wird sich dies entscheidend a¨ndern – kaum Aufmerksamkeit erregt.
Vielmehr ist die Fachwelt u¨berrascht von den Ideen und der scheinbaren Leichtigkeit, mit
der es Ammann gelingt, im Lauf der Jahre immer neue aperiodische Pflasterungen der
Ebene bestehend aus je zwei Pflastersteinen zu finden. 1981 entwickelt Nicolaas Govert
de Bruijn schließlich weiterfu¨hrende algebraische Ansa¨tze zur Erzeugung des Penrose-
Musters: die Projektionsmethode sowie die Gittermethode, siehe [B].3
Neben seiner Aperiodizita¨t besitzt das Penrose-Muster noch eine weitere erstaunliche
Eigenschaft: Die beiden Pflastersteine ko¨nnen in kleinere, formgleiche Steine unterteilt
werden, die wiederum ein Penrose-Muster bilden. Diesen Vorgang bezeichnet man als
Deflation, die Umkehrung dieses Prozesses entsprechend als Inflation. Das Besondere ist
nun weniger, dass diese Deflationseigenschaft existiert, als vielmehr, dass sie im Fall des
zweidimensionalen Penrose-Musters eindeutig ist, was bedeutet, dass die beiden Steine
auf immer genau die gleiche Art und Weise unterteilt werden. Der Deflationsfaktor, um
den die Pflastersteine gegenu¨ber dem Ausgangsmuster verkleinert werden, betra¨gt dabei
1
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Abbildung 3.: Die eindeutige Unterteilung der beiden Pflastersteine im Penrose-Muster
Der Physiker Alan Mackay ist einer der ersten, der die mo¨glichen Anwendungen dieses
Musters in der Festko¨rperphysik sieht, vgl. [M1],[M2]. Mit der bahnbrechenden Entde-
ckung der Quasikristalle von Dan Shechtman und seiner Arbeitsgruppe im Jahr 1984,
siehe [SBGC], nimmt das Interesse an aperiodischen Pflasterungen schließlich sprung-
haft zu. Spa¨testens ab diesem Zeitpunkt sehen auch benachbarte Wissenschaften wie die
Kristallographie, die Chemie oder die Physik die Verbindungen dieses Themas zu ihrem
eigenen Fach und in diesem Kontext stellt sich schon bald die Frage nach einem mo¨gli-
chen dreidimensionalen Penrose-Muster. So verallgemeinern ebenfalls 1984 Peter Kramer
und Reinhardt Neri die Gittermethode von de Bruijn, siehe [KN], und liefern damit, wie
sich herausstellt, den theoretischen Rahmen fu¨r die von Ammann bereits genannten
und erstmals bei Mackay ausfu¨hrlich behandelten Pflastersteine des dreidimensionalen
Penrose-Musters, siehe [M1]. In Analogie zu de Bruijns Pentagrid zur Erzeugung des
zweidimensionalen Penrose-Musters fu¨hren Kramer und Neri ein sogenanntes Hexagrid
ein. Zu diesem Zweck arbeiten sie mit der Projektion des R12 auf den R3 und stellen
die Verbindung des dreidimensionalen Penrose-Musters zur Ikosaedergruppe her, die iso-
morph ist zur alternierenden Gruppe A5.
3Die A¨quivalenz dieser beiden Methoden ist implizit bereits bei de Bruijn gegeben, siehe [S1, p. 169], in
gro¨ßerer Allgemeinheit und detaillierter findet sich dies auch in [GR].
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Die drei Physiker Dov Levine, Joshua Socolar und Paul Steinhardt pra¨sentieren eine wei-
tere Verallgemeinerung von de Bruijns Ansatz, die sogenannte generalized dual method,
kurz GDM genannt, zur Erzeugung von zwei- bzw. dreidimensionalen Quasikristallen
mit beliebiger Symmetrie, siehe [SSL]. Aus physikalischer Sicht verfolgen sie ferner die
Frage nach mo¨glichen matching rules, d. h. lokalen Anlegeregeln, fu¨r das dreidimensio-
nale Penrose-Muster und schlagen in diesem Zusammenhang nicht zwei, sondern vier
mo¨gliche Grundbausteine vor, vgl. [LS],[SS]. Michel Duneau und Andre Katz gelingt es
schließlich, auch die Projektionsmethode von de Bruijn in einen allgemeineren Kontext
zu stellen, siehe [KD], und weitere wichtige Fragen in Bezug auf das dreidimensionale
Penrose-Muster zu kla¨ren: die Gestalt des sogenannten Windows oder Akzeptanzbereichs
als die eines Rhombentriakontaeders sowie die Ermittlung des Inflationsfaktors Φ3. Fer-
ner zeigen sie, dass die Eigenschaft der Inflation anders als im zweidimensionalen Fall
nicht mehr eindeutig ist. Die Frage, wie eine mo¨gliche Unterteilung der beiden Pflaster-
steine des dreidimensionalen Penrose-Musters aussehen kann, bleibt offen. 1988 versucht
Katz ebenfalls, lokale Anlegeregeln fu¨r das dreidimensionale Penrose-Muster zu finden,
siehe [K], muss zu diesem Zweck jedoch die Anzahl der beno¨tigten Steine auf insgesamt
22 erho¨hen.
Auch der Japaner Tohru Ogawa setzt sich in diesen Jahren intensiv mit dem dreidimen-
sionalen Penrose-Muster auseinander, siehe [O1],[O2]. Er erzeugt dieses Muster durch
Inflation – er selbst spricht hier allerdings von Penrose-Transformation – und unterschei-
det fu¨r jeden der beiden Pflastersteine zwei Teile: einen skeleton part, welcher analog zum
Fall des zweidimensionalen Penrose-Musters eindeutig festgelegt ist, sowie einen internal
part, der im Gegensatz dazu Wahlfreiheiten zula¨sst. Einige Jahre spa¨ter bringt Ogawa
seine Vorgehensweise mit der Projektionsmethode in Verbindung und ermittelt davon
ausgehend die mo¨glichen Eckenkonstellationen des dreidimensionalen Penrose-Musters,
bemerkt aber zugleich, dass diese Methode nicht zwingend zum selben Ergebnis fu¨hren
muss wie die von ihm zuvor definierte Penrose-Transformation.
Der U¨berblick u¨ber die Forschungsgeschichte macht klar, dass es vor allem physika-
lisch motivierte Ansa¨tze zur Untersuchung des dreidimensionalen Penrose-Musters als
eines mo¨glichen Modells fu¨r die 1984 entdeckten Quasikristalle gibt. Die vorliegende Ar-
beit versucht nun eine rein mathematische Herangehensweise an dieses Thema. Sie ist in
der Geometrie verankert und zeigt einen Weg auf, das dreidimensionale Penrose-Muster
und dessen besondere Eigenschaften nicht mittels Computeralgorithmen, sondern viel-
mehr durch elementargeometrische Konstruktionen zu erschließen. Mit Hilfe der von de
Bruijn eingefu¨hrten Projektionsmethode wird einleitend in Kapitel 1 die Konstruktion
der beiden Pflastersteine gezeigt, bevor dann in einem weiteren Schritt in Kapitel 2 die
mo¨glichen Eckenkonstellationen dieses Musters ermittelt werden. Mit diesem Wissen soll
in Kapitel 3 schließlich die Frage beantwortet werden, was unter Deflation passiert: Kann
das durch die Projektionsmethode erzeugte dreidimensionale Penrose-Muster eindeutig
unterteilt werden oder nicht? Und falls nein: Gibt es gewisse feste Strukturen, die immer
existieren? Und wie verhalten sich unter Umsta¨nden bestehende Wahlmo¨glichkeiten?
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Ein unverzichtbares Hilfsmittel auf dem Weg zur vorliegenden Arbeit war das geome-
trische Stecksystem von Zometool Inc. Dem Gru¨nder dieser Firma, Paul Hildebrandt,
der meine Fragen stets zuvorkommend beantwortete und mir viele Mo¨glichkeiten die-
ses genialen Konstruktionssets aufzeigte, siehe [ZT], mo¨chte ich an dieser Stelle meinen
besonderen Dank aussprechen, denn ich wu¨sste nicht, was ich ohne ihn und seine Hilfs-
bereitschaft getan ha¨tte! Wie sich im Lauf der Zeit herausstellen sollte, hat die Firma
Zometool Inc. mehr mit der vorliegenden Arbeit zu tun, als anfangs zu erahnen war:
Anknu¨pfend an den russischen Kristallographen E. S. Fedorov definierte Harold Scott
McDonald Coxeter, der bekannte kanadische Geometer, Zonoeder als konvexe Polyeder
mit punktsymmetrischen Seiten, siehe [C]. Unter diesen gibt es nun gewissermaßen be-
sonders
”
scho¨ne“, welche Coxeter Goldene Isozonoeder nennt: Zonoeder, deren Grund-
seiten allesamt Goldene Rauten sind. Eine Goldene Raute ist dabei eine Raute, deren
Diagonalen sich im Verha¨ltnis des Goldenen Schnitts teilen. Insgesamt existieren nur
fu¨nf solcher Goldenen Isozonoeder.
Abbildung 4.: Die fu¨nf Goldenen Isozonoeder, von links nach rechts: das Rhombentriakon-
taeder, das Rhombenikosaeder, das Rhombendodekaeder sowie zwei Rhombenhexaeder4
Einer, der von diesen geometrischen Gebilden besonders fasziniert war, ist der Amerika-
ner Steve Baer, ein Pionier auf dem Gebiet der Solarenergie und Entwickler einer Bau-
weise, die inspiriert ist von fraktaler Geometrie, vgl. [DC]. Baer studierte unter anderem
Mathematik an der ETH Zu¨rich, wo auch sein Interesse fu¨r eben jene Zonoeder geweckt
wurde. In den USA gru¨ndete er 1969 die Firma Zomeworks mit dem Ziel, Geba¨ude in
Form der sogenannten zomes zu bauen, siehe [ZW]. Das von seinem Freund Steve Durkee
kreierte Kunstwort
”





dome“. Die ersten Experimente mit derartigen Geba¨uden
fu¨hrte Baer unter anderem in Zusammenarbeit mit den Mitgliedern von Drop City, einer
der ersten Hippie-Kommunen, in Colorado durch, vgl. Abbildung 5.
Im Lauf der Jahre wurde so auch ein geometrisches Stecksystem, genannt Zometoy, ent-
wickelt, das aus kleinen Plastikba¨llen, die als Gelenke fungieren, sowie verschiedenen
Holzstangen unterschiedlicher Gro¨ße besteht. Die Lizenz fu¨r dieses Stecksystem erwarb
schließlich die Firma Zometool Inc., wo das System von Marc Pelletier und eben Paul
Hildebrandt noch einmal entscheidend weiterentwickelt wurde und nun unter dem Na-
men Zometool verkauft wird. Auf Grund seiner exakten mathematischen Definition kann
4Mit freundlicher Genehmigung von Paul Hildebrandt, Zometool Inc.
v
Einfu¨hrung
Zometool heute als Konstruktionsset fu¨r eine Vielzahl geometrischer Ko¨rper, darunter
auch fu¨r die oben genannten Goldenen Isozonoeder, benutzt werden. Da nun die beiden
Pflastersteine des dreidimensionalen Penrose-Musters gerade identisch sind mit zweien
dieser fu¨nf Goldenen Isozonoeder, genauer gesagt mit den beiden in Abbildung 4 dar-
gestellten Rhombenhexaedern, ist es keine U¨berraschung mehr, dass Zometool fu¨r mich
zu einem unersetzlichen Hilfsmittel wurde!
Abbildung 5.: Links Cartop Dome, Baers erstes Geba¨ude fu¨r Drop City, und rechts eine
Panoramaansicht der Kommune5
Neben Paul Hildebrandt gilt mein herzlicher Dank insbesondere meinem Doktorvater
Jost-Hinrich Eschenburg, der mich zu dieser Arbeit ermunterte, mich vielfa¨ltig un-
terstu¨tzte und stets zu fruchtbaren mathematischen Diskussionen bereit war. Viele seiner
Anregungen trugen zum Gelingen der vorliegenden Arbeit bei.
Danken mo¨chte ich schließlich der Deutschen Forschungsgemeinschaft, die durch das
Projekt Globale Differentialgeometrie auch den finanziellen Rahmen meiner Arbeit si-
cherstellte.
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Die Projektionsmethode ist eine bekannte Methode zur Erzeugung von Pflasterungen –
sowohl periodischer als auch aperiodischer Art, vgl. [B].
Allgemein geht man dabei von einem n-dimensionalen Gitter des Rn aus, von dem dann
ein bestimmter Ausschnitt auf einen k-dimensionalen affinen Unterraum des Rn ortho-
gonal projiziert wird. Die auf diese Art und Weise entstehenden k-dimensionalen Pflas-
tersteine sind somit die Projektionen der k-dimensionalen Seiten des n-dimensionalen
Einheitswu¨rfels. Um mit diesem Vorgehen ein quasiperiodisches Muster zu erzeugen,
muss der k-dimensionale Unterraum irrationale Steigung besitzen, was bedeutet, dass
der zugeho¨rige lineare Unterraum Zn \ {0} nicht trifft, siehe [ST].
Fu¨r ein besseres Versta¨ndnis ist es hilfreich, sich die Projektionsmethode am Beispiel
des R2 klarzumachen.
1.1. Die Projektionsmethode im R2
Gema¨ß den obigen U¨berlegungen sei n = 2 und k = 1. Das zweidimensionale Gitter des
R2 ist hier nichts anderes als das gewo¨hnliche Rechenka¨stchenmuster der Ebene, und
der eindimensionale Unterraum, auf den orthogonal projiziert werden soll, entspricht in
diesem Fall einer Geraden, genannt E.
Wie aber kann man festlegen, welche ganzzahligen Gitterpunkte Z2 ⊂ R2, also welche
Ecken des Rechenka¨stchenmusters, auf E projiziert werden und welche nicht? Die Idee
dazu ist folgende: Man betrachtet den offenen Streifen E + I2, wobei I das offene Ein-
Abbildung 1.1.: Die Projektionsmethode im R2
1
1. Die Projektionsmethode
heitsintervall (0, 1) bezeichnet, den man bekommt, la¨sst man das offene Einheitsquadrat
I2, im Weiteren auch Einheitswu¨rfel genannt, entlang der Geraden E laufen. Alle Git-
terpunkte innerhalb des Streifens E + I2, gru¨n markiert in Abbildung 1.1, werden auf
E projiziert, alle anderen nicht.
Das Muster ME auf der Geraden E, das wir in diesem Fall erhalten, ist eindimensional:
Die Pflastersteine sind die Projektionen der eindimensionalen Seiten des zweidimensiona-
len Einheitswu¨rfels und somit besteht das Muster ME aus einer Abfolge von Abschnitten,
die genau zwei verschiedene La¨ngen haben, rot und blau in Abbildung 1.2 eingezeichnet.
Die Projektionspunkte sind die Unterteilungspunkte zwischen diesen Abschnitten.
Abbildung 1.2.: Das Muster ME auf der Geraden E: Die roten Abschnitte sind die Projek-
tionen der e1-Seiten von I
2 auf E, die blauen Abschnitte die Projektionen der e2-Seiten von
I2 auf E.
Bevor wir diese Methode jedoch auf das dreidimensionale Penrose-Muster (Penrose 3D)
u¨bertragen, soll das Konzept der Inflation und deren Umkehrung, genannt Deflation,
eingefu¨hrt werden – fu¨r ein besseres Versta¨ndnis zuna¨chst auch am Beispiel des R2.
1.2. Inflation und Deflation im R2





. Diese symmetrische Matrix
ist ganzzahlig und wegen detS = −1 auch ganzzahlig invertierbar, was bedeutet, dass
S das ganzzahlige Gitter Z2 bijektiv auf sich selbst abbildet. Die Eigenwerte sind
λ1 = − 1
Φ
= −ϕ und λ2 = Φ
mit den zugeho¨rigen Eigenvektoren ω1 = (Φ, 1) und ω2 = (−1,Φ). Dabei bezeichnet




5) und ϕ := Φ − 1 = 1
Φ
, denn es gilt die
definierende Gleichheit Φ2 = Φ + 1. Setzt man nun F = Rω2 sowie E0 = Rω1 und
E = E0 + a fu¨r ein a ∈ F , so erha¨lt man mittels Projektionsmethode, wie in 1.1
beschrieben, das eindimensionale Muster ME auf der Geraden E, i. e.
(1.1) ME = piE
(
Z2 ∩ (E + I2)),
wobei piE die orthogonale Projektion auf E bezeichnet.
Was aber passiert mit E und E+I2 unter S? Wegen S(E) = S(E0 + a) = E0 + Φa wird
die Gerade E auf eine zu E parallele Gerade E0 + Φa := E
′ abgebildet, und folglich der
Streifen E+ I2 auf den verformten Streifen S(E+ I2) = E ′+SI2. Diese Verformung des
2
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zweidimensionalen Einheitswu¨rfels I2 unter S la¨sst sich berechnen: I2 wird aufgespannt
von den beiden Einheitsvektoren e1 = (1, 0) und e2 = (0, 1) und somit ist der verformte
Einheitswu¨rfel SI2 der Aufspann der beiden verzerrten Basisvektoren Se1 = (0,−1) und
Se2 = (−1, 1).
Allerdings gibt es noch eine zweite – und fu¨r das weitere Vorgehen sehr wichtige –
Mo¨glichkeit, die Verformung von I2 unter S zu ermitteln: Wegen 〈ω1, ω2〉 = −Φ + Φ = 0
stehen die Geraden F und E senkrecht aufeinander, daher kann der Streifen E + I2
auch mit Hilfe der orthogonalen Projektion piF des offenen Einheitswu¨rfels I
2 auf F
beschrieben werden:6
(1.2) E + I2 = E + V mit V := piF (I
2),
wobei V als Fenster (Window, vgl. [B]) bezeichnet wird. Mit dieser Beschreibung ist
die Verformung von I2 unter S sofort ersichtlich: S(E + I2) = S(E + V ) = E ′ + ΦV ,
da V ⊂ F , und das ist eine Vergro¨ßerung des Fensters V um den Faktor Φ. Somit ist
der verformte Streifen E ′ + SI2 = E ′ + ΦV um den Faktor Φ breiter als der Streifen
E ′ + I2 = E ′ + V .
Wenden wir jetzt die Projektionsmethode auf den gewo¨hnlichen Streifen E ′ + I2 und
den verformten Streifen E ′ + SI2 an, so erhalten wir zwei unterschiedliche eindimensio-
nale Muster auf der Geraden E ′: das Muster ME′ , durch Projektion aller ganzzahligen
Gitterpunkte innerhalb des Streifens E ′ + I2 auf E ′, i. e.
(1.3) ME′ = piE′
(
Z2 ∩ (E ′ + I2)),
und das Muster SME, durch Projektion aller ganzzahligen Gitterpunkte innerhalb des
verformten Streifens E ′ + SI2 auf E ′, i. e.
(1.4) SME = piE′
(
Z2 ∩ (E ′ + SI2)) = piE′(S(Z2 ∩ (E + I2))).7
Was ist nun der Zusammenhang zwischen dem Muster ME auf der Geraden E und den
Mustern ME′ und SME auf der Geraden E
′?
Beobachtung 1.1. Das Muster SME ist eine echte Verfeinerung des Musters ME′, i. e.
ME′ ⊂ SME. Die Fliesen von SME sind dabei um den Faktor ϕ kleiner als die Fliesen
von ME′.
Beweis. Da der verformte Streifen E ′ + SI2 = E ′ + ΦV um den Faktor Φ breiter ist
als der gewo¨hnliche Streifen E ′ + I2 = E ′ + V gilt E ′ + I2 ⊂ E ′ + SI2 und mit (1.3)
und (1.4) folgt: ME′ = piE′
(
Z2 ∩ (E ′ + I2)) ⊂ piE′(Z2 ∩ (E ′ + SI2)) = SME. Zudem hat
S den Eigenwert −ϕ in Richtung E ′, deshalb sind die Fliesen des Musters SME ⊂ E ′
um genau diesen Faktor ϕ kleiner als die Fliesen des Musters ME′ ⊂ E ′.
6Im Folgenden soll F daher auch Hilfsgerade bzw. Hilfsraum genannt werden.
7Fu¨r die letzte Gleichheit ist entscheidend, dass S das Gitter Z2 bijektiv auf sich selbst abbildet: Jeder
ganzzahlige Gitterpunkt in E′+SI2 besitzt daher unter S einen eindeutigen ganzzahligen Gitterpunkt
in E + I2 als Urbild, und somit gilt piE′
(
Z2 ∩ (E′ + SI2)) = piE′(S(Z2 ∩ (E + I2)))!
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Abbildung 1.3.: Die Inflationseigenschaft im R2
Beobachtung 1.2. Das Muster SME ist a¨hnlich zu dem Muster ME. Genauer: SME
ist ein gespiegeltes und um den Faktor ϕ verkleinertes Abbild von ME.
Beweis. Die Gerade E ist nach Definition ein verschobener Eigenraum von S und daher
gilt piE ◦ S = S ◦ piE. Wegen (1.1) und (1.4) ist somit SME = piE′
(
Z2 ∩ (E ′ + SI2)) =
piS(E)
(
S(Z2 ∩ (E + I2))) = S(piE(Z2 ∩ (E + I2))) = S(ME) mit ME ⊂ E und S besitzt
den Eigenwert −ϕ in Richtung E.
Mit Hilfe dieser Ergebnisse kann schließlich das Konzept der Inflation definiert werden,
siehe auch [ER]: Beobachtung 1.1 bedeutet im Umkehrschluss, dass das Muster ME′
ein echtes Teilmuster des zu ME a¨hnlichen Musters SME ist. Dieses Pha¨nomen soll
als Inflation bezeichnet werden: Die Fliesen von SME, und somit die Fliesen von ME,
lassen sich zu gro¨ßeren Fliesen zusammensetzen, die ein analoges Muster bilden, vgl.
[E]. ME′ wird daher Inflationsmuster von SME genannt und die Abbildung S auch
Inflationsabbildung. Die Umkehrung dieses Prozesses bezeichnen wir als Deflation: Das
Muster SME heißt demnach Deflationsmuster von ME′ und die Abbildung T := S
−1
auch Deflationsabbildung.
1.3. U¨bertragung auf Penrose 3D
Die soeben beschriebenen Konzepte sollen nun auf das dreidimensionale Penrose-Muster
u¨bertragen werden. Dabei sind folgende Fragen zu kla¨ren:
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1. Was ist der Ausgangsraum, was der Projektionsraum E und was der Hilfsraum F?
2. Wie lautet die Inflationsmatrix S?
3. Wie sieht das Muster ME im Projektionsraum E aus?
4. Was ist die Gestalt des Fensters V im Hilfsraum F?
1.3.1. Ausgangsraum, Projektionsraum E und Hilfsraum F
Ausgangspunkt fu¨r unsere U¨berlegungen ist der R12: Den zwo¨lf Ecken des Ikosaeders
ordnen wir die zwo¨lf Basisvektoren c1, . . . , c12 des R12 zu und benennen diese um in
a1, . . . , a6, b1, . . . , b6, so dass bi jeweils die gegenu¨berliegende Ecke von ai ist: (ai, bi) bilden
demnach Antipodenpaare fu¨r 1 ≤ i ≤ 6. Die Drehgruppe G des Ikosaeders, isomorph zur
alternierenden Gruppe A5, wird auf diese Weise zu einer Gruppe von 12× 12-Matrizen.
Mit Hilfe dieser Konstruktion la¨sst sich der R12 rational in die zwei komplementa¨ren
Unterra¨ume W und W ′ zerlegen, wobei W := Spann {ei} mit ei := ai − bi fu¨r 1 ≤ i ≤ 6
und W ′ := Spann {fi} mit fi := ai + bi fu¨r 1 ≤ i ≤ 6, beide isomorph zum R6.
Beobachtung 1.3. Die Unterra¨ume W und W ′ sind beide invariant unter G, i. e.
σ(w) ∈ W und σ(u) ∈ W ′ fu¨r alle w ∈ W,u ∈ W ′ und fu¨r alle σ ∈ G.
Beweis. Sei A : ai 7→ bi die Abbildung, die fu¨r 1 ≤ i ≤ 6 jeder Ikosaederecke ai ihre
antipodale Ecke bi zuordnet. Offensichtlich gilt A ◦ σ = σ ◦ A fu¨r alle σ ∈ G, und somit
erhalten wir fu¨r die Basisvektoren fi ∈ W ′ und ei ∈ W mit 1 ≤ i ≤ 6:
σ(fi) = σ(ai + bi) = σ(ai) + σ(bi) = σ(ai) + σ(Aai)
= σ(ai) + Aσ(ai) = fk
fu¨r ein k ∈ {1, . . . , 6}, da Ikosaederecken unter allen Drehungen σ ∈ G wieder auf Ikosa-
ederecken abgebildet werden. Analog gilt σ(ei) = σ(ai − bi) = σ(ai)− Aσ(ai), und das
ist gleich ek fu¨r ein k ∈ {1, . . . , 6}, falls σ(ai) ∈ {a1, . . . , a6}, und gleich −ek fu¨r ein
k ∈ {1, . . . , 6}, falls σ(ai) ∈ {b1, . . . , b6}.
Im Folgenden ist
(1.5) W = Spann {ei = ai − bi} mit 1 ≤ i ≤ 6
von Interesse: Diesen sechsdimensionalen Raum wa¨hlen wir als Ausgangsraum fu¨r die
Projektionsmethode. Was aber ist der Projektionsraum E und was der Hilfsraum F?
Dazu betrachten wir die lineare Abbildung U(ci) :=
∑
Nachbarecken (ci) fu¨r 1 ≤ i ≤ 12
auf dem R12. Wie ist diese Abbildungsvorschrift zu verstehen? Jeder der zwo¨lf Ikosa-
ederecken wird nach Konstruktion genau einer der Basisvektoren c1, . . . , c12 zugeordnet
und wir ko¨nnen somit von den Nachbarecken der ci fu¨r alle i ∈ {1, . . . , 12} sprechen.
Wegen ei := ai − bi mit 1 ≤ i ≤ 6 ist die Einschra¨nkung von U auf den sechsdimensio-
nalen Unterraum W ⊂ R12, welche mit U|W bezeichnet werden soll, aber auch fu¨r alle
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Basisvektoren e1, . . . , e6 von W definiert, und in diesem Sinne kann man ebenso von den
Nachbarecken der ei fu¨r alle i ∈ {1, . . . , 6} sprechen, i. e.
(1.6) U|W (ei) =
∑
Nachbarecken (ei) mit 1 ≤ i ≤ 6.
Die Wahl der Ikosaederecken a1, . . . , a6 geht somit entscheidend ein, denn sie legt wegen
bi := Antipodenecke (ai) sowohl {bi} als auch {ei := ai − bi} fu¨r 1 ≤ i ≤ 6 fest. Fu¨r die
vorliegende Arbeit gelte die folgende Festlegung:
Abbildung 1.4.: Die Zuordnung der Ikosaederecken a1, . . . , a6
Mit Hilfe der Abbildung U kann man nun auf dem Ausgangsraum W eine weitere lineare
Abbildung, genannt S, wie folgt definieren:
(1.7) S := 2I − U|W mit I := Einheitsmatrix im R6.
Beobachtung 1.4. W ∼= R6 zerfa¨llt unter S reell in zwei orthogonale Unterra¨ume
E(2+
√
5) ⊕ E(2−√5), beide G-invariant und isomorph zum R3.
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√
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Fu¨r eine genaue Berechnung siehe A.1. Mit E(2+
√
5) = Spann {e6 − Σ6,Σα2 ,Σα2} ∼= R3
und E(2−√5) = Spann {e6 + Σ6,Σα,Σα} ∼= R3 folgt:
W ∼= R6 ∼= E(2+√5) ⊕ E(2−√5) und E(2+√5) ⊥ E(2−√5).
Weil Nachbarrelationen im Ikosaeder unter allen Drehungen σ ∈ G erhalten bleiben, ist
U|W und somit auch S mit obiger Abbildungsvorschrift bereits G-invariant beschrieben.
Demnach gilt [S, σ] = 0 fu¨r alle σ ∈ G, und das wiederum bedeutet, dass die beiden
Eigenra¨ume E(2+
√
5) und E(2−√5) von S unter allen σ ∈ G erhalten bleiben, also invariant
sind unter der Ikosaedergruppe G.
6
1.3. U¨bertragung auf Penrose 3D
Analog zum Spielbeispiel im R2, vgl. 1.2, wird als Hilfsraum F der Eigenraum E(2+√5)
gewa¨hlt, als Projektionsraum E der um einen dreidimensionalen Vektor a ∈ F verscho-
bene Eigenraum E(2−√5), i. e.
(1.8) F := E(2+
√
5) und E := E(2−√5) + a fu¨r ein a ∈ F.
1.3.2. Die Inflationsmatrix S
Als Inflationsmatrix wa¨hlen wir die bereits bekannte Abbildung S = 2I −U|W . Diese ist
symmetrisch mit ganzzahligen Eintra¨gen und daher wegen




5)3 = (Φ3)3 · (−ϕ3)3 = −1
auch ganzzahlig invertierbar. Wie in Beobachtung 1.4 gezeigt, bleiben die Eigenra¨ume
E(2+
√
5) und E(2−√5) von S unter der Ikosaedergruppe G erhalten. Ferner staucht S in
Richtung des Projektionsraums E, da −1 < (2−√5) < 0, und streckt in Richtung des
Hilfsraums F , da (2 +
√
5) > 1. Die Abbildung S erfu¨llt somit alle Eigenschaften, die
von einer Inflationsabbildung gefordert werden, vgl. [ER], fu¨r eine genaue Berechnung
siehe wieder A.1.
1.3.3. Das Muster ME im Projektionsraum E
Zur Erzeugung des dreidimensionalen Penrose-Musters wird nun, wie in 1.3.1 beschrie-
ben, ein bestimmter Ausschnitt des Ausgangsraums W ∼= R6 auf den dreidimensionalen
Unterraum E projiziert. Das Muster ME, das wir in diesem Fall erhalten, besteht dem-
nach aus dreidimensionalen Pflastersteinen, welche die Projektionen der dreidimensio-
nalen Seiten des sechsdimensionalen Einheitswu¨rfels I6 auf E sind.
Doch welche dreidimensionalen Seiten des sechsdimensionalen Einheitswu¨rfels gibt es
und wie sieht jeweils deren Projektion auf E aus? Wegen der Linearita¨t der Projekti-
onsabbildung sind diese Fragen a¨quivalent zu den folgenden U¨berlegungen:
1. Wie sieht die Projektion der Einheitsvektoren e1, . . . , e6 von W auf E aus, d. h.
was ist piE(ei) fu¨r 1 ≤ i ≤ 6?
2. Welche unterschiedlichen Kombinationen von je drei projizierten Einheitsvektoren
gibt es und wie sieht jeweils deren Aufspann aus?
Die Projektion der Einheitsvektoren des Ausgangsraums W auf E
Die gesuchte Projektion der Einheitsvektoren e1, . . . , e6 des Ausgangsraums W auf den










8Allgemein gilt: Ist M symmetrische Matrix mit Eigenwert a auf dem Eigenraum E und Eigenwert b auf
dem Eigenraum F = E⊥, dann kann die orthogonale Projektion auf E mit folgender Projektionsmatrix
P berechnet werden: P = 1a−b (M − bI), wobei I die entsprechende Einheitsmatrix ist.
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und mit S = 2I − U|W sowie der Bezeichnung vi := piE(ei) = P (ei) folgt:


















Nachbarecken (ei) und 1 ≤ i ≤ 6, vgl. (1.6).
Beobachtung 1.5. Die Projektionen v1, . . . , v6 der Einheitsvektoren e1, . . . , e6 des Aus-
gangsraums W auf den Projektionsraum E sind wieder Ikosaederecken.
Beweis. Betrachten wir dazu E ∼= R3 unter der Ikosaedergruppe G. Wegen |G| = 60 ist
G endlich und deshalb gilt die bekannte Bahnengleichung
|Gx| · |Gx| = |G| = 60,
wobei Gx := {g(x)|g ∈ G} die Bahn – auch Orbit genannt – von x ∈ E ∼= R3 unter der
Operation der Gruppe G und Gx := {g ∈ G|g(x) = x} der Stabilisator von x ∈ E ∼= R3
ist. Ferner ist bekannt, dass die Eckpunkte des Ikosaeders eine einzige Bahn der La¨nge
12 bilden und es weitere Bahnen dieser La¨nge nicht gibt. Wegen obiger Bahnengleichung
folgt somit: Jede der Ikosaederecken hat einen Stabilisator der Ordnung 5. Wollen wir
also zeigen, dass vi ∈ E ∼= R3 fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 Ikosaederecken sind, so mu¨ssen wir nach-
weisen, dass vi ∈ E ∼= R3 fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 einen Stabilisator der Ordnung 5 besitzen,
d. h. dass gilt |Gvi | = 5 fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6.
Dies soll in zwei Teilschritten geschehen: Als erstes zeigen wir Gvi = Gei und in einem
zweiten Schritt dann Gei = Gai fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6. Damit ist obige Behauptung bewiesen,
denn a1, . . . , a6 sind bekanntlich Ikosaederecken und somit gilt |Gai| = 5 und wegen den
genannten Gleichheiten folglich auch |Gvi | = 5 fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6.
Teilschritt 1: Gvi = Gei fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6
Da E = E(2−√5) + a mit a ∈ F folgt mit Beobachtung 1.4: P ◦ g = g ◦ P fu¨r alle g ∈ G.









folgt g ∈ GP (ei) = Gvi und damit
Gei ⊆ GP (ei) = Gvi fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6.
Gvi kann jedoch nicht echt gro¨ßer sein, wie das folgende Argument zeigt:
Sei P (ei) = P (ek) fu¨r ei, ek ∈ {e1, . . . , e6}. Mit (1.11) folgt daraus ei+ Σi = ek + Σk, und
diese Gleichheit ist nur fu¨r ei = ek mo¨glich. P|{e1,...,e6} ist damit injektiv und folglich gilt
fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 die behauptete Gleichheit.
Teilschritt 2: Gei = Gai fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6
Weil (ai, bi) nach Konstruktion fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 Antipodenpaare bilden und die Stabi-
lisatoren gegenu¨berliegender Ikosaederecken u¨bereinstimmen, folgt wegen ei = ai − bi
Gai ⊆ Gai−bi = Gei fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6.
Da die Differenz ai − bi anschaulich aber fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 einer gerichteten Diagonale
im Ikosaeder entspricht, kann ferner Gai−bi auch nicht echt gro¨ßer sein als die Gruppe
Gai selbst. Damit erhalten wir die behauptete Gleichheit.
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Fu¨r das weitere Vorgehen ist es jedoch nicht nur wichtig zu wissen, dass v1, . . . , v6 Iko-
saederecken sind, vielmehr interessiert auch die Anordnung dieser Ecken im Ikosaeder.
Beobachtung 1.6. Die Ikosaederecken v1, . . . , v6 liegen allesamt in einem gemeinsamen
Halbraum und genu¨gen der folgenden Anordnung:
Abbildung 1.5.: Die Anordnung der Ikosaederecken v1, . . . , v6
Beweis. Bezeichnet c65 die zyklische Gruppe c5, die die Ikosaederecken a1, . . . , a5 permu-
tiert und a6 festha¨lt, dann gilt Ga6 = c
6
5 und mit Beobachtung 1.5 folgt Gv6 = Ga6 = c
6
5.
Da die Ikosaederecken v1, . . . , v5 unter der Gruppe c
6
5 eine gemeinsame Bahn bilden und
ganz allgemein jeder c5-Orbit in einer Ebene liegt, wissen wir, dass v1, . . . , v5 in einer
gemeinsamen Ebene liegen. Fu¨r diese Ebene gibt es nun genau zwei Mo¨glichkeiten: Ent-
weder sie liegt in einem gemeinsamen Halbraum mit der Ikosaederecke v6 oder nicht.
Um dies entscheiden zu ko¨nnen, berechnen wir das Skalarprodukt 〈v1, v6〉 mit Hilfe von









(e2 − e3 − e4 + e5 + e6).




(0, 1,−1,−1, 1, 1) und Σ6 = 1√5(1, 1, 1, 1, 1, 0)
und damit folgt:
























> 0, denn 〈e1, e6〉 = 〈Σ1,Σ6〉 = 0.
Bezeichnet γ den Winkel zwischen v1 und v6 mit 0 < γ < 180




dass cos γ > 0 und damit 0 < γ < 90◦. Folglich liegen v1 und v6 in einem gemeinsamen
Halbraum und somit auch v6 und die gesamte Ebene, die v1, . . . , v5 entha¨lt.
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Als ein letzter Punkt bleibt noch die Anordnung von v1, . . . , v5 auf dieser gemeinsamen
Ebene zu kla¨ren. Nehmen wir dazu an, die Position von v1 sei beliebig, aber fest, wie in





2 nimmt dann die Ikosaederecke v2 ein?
Abbildung 1.6.: Der Blick von oben auf die Ebene, in der die Ikosaederecken v1, . . . , v5
gemeinsam liegen, vgl. Abbildung 1.5
Da wir im Projektionsraum E als dreidimensionalem Unterraum des sechsdimensionalen





2 jeweils nicht zu unterscheiden. O. B. d. A. bleibt damit zu kla¨ren:
Nimmt v2 Position v
1
2 ein oder Position v
2
2?
Diese Frage kann nun ebenfalls unter Verwendung des Skalarprodukts beantwortet wer-




Nachbarecken (e2) gilt mit Hilfe von Abbildung 1.4 bezu¨glich der




(1, 0, 1,−1,−1, 1)
und damit folgt:
























, denn 〈e1, e2〉 = 〈Σ1,Σ2〉 = 0.
Unter der Voraussetzung, dass e1, . . . , e6 eine ONB-Basis von W bilden, gilt daru¨ber
hinaus fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6:
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und damit folgt fu¨r den Winkel γ zwischen v1 und v2:
cos γ =
〈v1, v2〉










was nach den Berechnungen in A.2 genau dem Winkel zweier benachbarter Ikosaeder-
ecken entspricht, vgl. (A.3). Damit wissen wir, dass v2 Position v
1
2 in Abbildung 1.6
einnimmt und wir erhalten insgesamt die Anordnung der Ikosaederecken v1, . . . , v6 wie
in Abbildung 1.5 gezeigt.
Bemerkung. Entsprechend sind −vi = piE(−ei) fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 gerade die zu
v1, . . . , v6 antipodalen Ikosaederecken. Im Folgenden wird daher zwischen den Begriffen
(projizierter) Einheitsvektor ±vi und Ikosaederecke ±vi nicht mehr unterschieden!
Die Gestalt der Pflastersteine
Mit dem Wissen, dass die Projektionen ±vi = ±piE(ei) der Einheitsvektoren ei des Aus-
gangsraumsW auf E fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 Ikosaederecken sind, angeordnet wie in Abbildung
1.5 gezeigt, ko¨nnen wir auch die Frage beantworten, welche unterschiedlichen Kombina-
tionen von je drei projizierten Einheitsvektoren es gibt und wie deren Aufspann jeweils
aussieht, d. h. welche Gestalt die Pflastersteine im Fall des dreidimensionalen Penrose-
Musters haben. Wir mu¨ssen dazu kla¨ren: Welche Kombinationen von je drei beliebigen
Ikosaederecken existieren und wie sieht jeweils deren Aufspann aus?
Da die dreidimensionalen Seiten des sechsdimensionalen Einheitswu¨rfels I6 von je drei
linear unabha¨ngigen Einheitsvektoren im R6 aufgespannt werden, mu¨ssen die gesuch-
ten Kombinationen von je drei Ikosaederecken ebenfalls linear unabha¨ngig sein. Dies
ist a¨quivalent zu der Forderung, dass Antipodenpaare nicht gemeinsam in einer solchen
Ikosaederecken-Kombination vorkommen du¨rfen. Wegen der hohen Symmetrie des Iko-
saeders, vgl. A.2, gibt es somit nur zwei verschiedene Lagebeziehungen, welche je zwei
beliebige projizierte Einheitsvektoren vi und vk mit vi 6= vk und vi, vk ∈ {±v1, . . . ,±v6}
annehmen ko¨nnen: Entweder vi und vk sind benachbarte Ikosaederecken, wie z. B. v1 und
v2, oder aber vi und vk sind u¨berna¨chste Nachbarn im Ikosaeder, wie z. B. v1 und v3, vgl.
Abbildung 1.5.
Fu¨r je drei nicht-antipodale Ikosaederecken ergeben sich damit die folgenden vier Kom-
binationsmo¨glichkeiten:
1. Drei paarweise benachbarte Ikosaederecken, z. B. v3, v4 und v6
2. Zwei benachbarte Ikosaederecken und ein u¨berna¨chster Nachbar, z. B. v1, v3 und v6
3. Zwei u¨berna¨chste Ikosaederecken und ein na¨chster Nachbar, z. B. v1, v2 und v4
4. Drei paarweise u¨berna¨chste Ikosaederecken, z. B. v1, v3 und −v2
Stellen wir diese unterschiedlichen Kombinationsmo¨glichkeiten schematisch dar, so ergibt
sich die folgende Situation: In den Abbildungen (a) bis (c) sind jeweils sechs in einem
gemeinsamen Halbraum liegende Ikosaederecken zu sehen.9 In Abbildung (d) sind noch
9Vgl. Abbildung 1.5: Wir blicken gewissermaßen von oben auf die dort abgebildete Eckenkonstellation!
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fu¨nf der sechs antipodalen Ecken hinzugenommen. Die in den jeweiligen Kombinationen
existierenden Ikosaederecken sind dabei farbig markiert:
(a) Kombination 1 (b) Kombination 2 (c) Kombination 3 (d) Kombination 4
Was ist nun jeweils der Aufspann all dieser Kombinationen? Wir wollen schrittweise
vorgehen und erst einmal den Aufspann zweier beliebiger Ikosaederecken betrachten.
Fu¨r diesen gilt:
Beobachtung 1.7. Der Aufspann zweier beliebiger, nicht-antipodaler Ikosaederecken
hat die Gestalt einer Goldenen Raute.
Beweis. Seien vi und vk zwei beliebige, nicht-antipodale Ikosaederecken mit vi 6= vk
und vi, vk ∈ {±v1, . . . ,±v6} und bezeichne α den Winkel zwischen zwei benachbarten
Ikosaederecken sowie β den Winkel zwischen zwei u¨berna¨chsten Ikosaederecken. Gema¨ß
den gerade angestellten Voru¨berlegungen und den Berechnungen in A.2 gibt es fu¨r vi
und vk damit genau zwei Mo¨glichkeiten:





(ii) vi und vk sind u¨berna¨chste Ikosaederecken =⇒
(A.4)
cos β = − 1√
5
Da sich der Winkel α und der Winkel β nach Beobachtung A.1 stets zu 180◦ erga¨nzen, ist
der Aufspann zweier beliebiger, nicht-antipodaler Ikosaederecken jedoch immer derselbe





























Die beiden Diagonalen teilen sich also gerade im Verha¨ltnis des Goldenen Schnitts, daher
wird diese Raute auch Goldene Raute (Golden Rhombus, siehe [C],[MT]) genannt.
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Abbildung 1.7.: Links der Aufspann der benachbarten Ikosaederecken vi und vk, siehe (i),
sowie rechts der Aufspann der u¨berna¨chsten Ikosaederecken vi und vk, siehe (ii)
Aus Beobachtung 1.7 ergibt sich fu¨r die Gestalt der Pflastersteine, d. h. fu¨r den dreidi-
mensionalen Aufspann aller mo¨glichen Kombinationen 1 bis 4, eine wichtige Folgerung:
Beobachtung 1.8. Die Pflastersteine im Fall des dreidimensionalen Penrose-Musters
sind allesamt gleichseitige Hexaeder, wobei die Grundseite dieser Hexaeder stets die Ge-
stalt einer Goldenen Raute hat.
Beweis. Der Aufspann von je drei beliebigen, nicht-antipodalen Ikosaederecken setzt sich
zusammen aus dem Aufspann von jeweils zwei der gewa¨hlten drei Ikosaederecken. Nach
Beobachtung 1.7 hat der Aufspann zweier beliebiger Ikosaederecken jedoch stets die Ge-
stalt einer Goldenen Raute. Damit ist der Aufspann von je drei beliebigen Ikosaederecken
ein gleichseitiges Hexaeder mit eben dieser Goldenen Raute als Grundseite.
Die Fragen, die damit noch zu kla¨ren sind, lauten: Welche konkrete Gestalt kann dieses
gleichseitige Hexaeder haben und entsteht aus den Kombinationsmo¨glichkeiten 1 bis 4
ein und dasselbe Hexaeder oder nicht?
Beobachtung 1.9. Im Fall des dreidimensionalen Penrose-Musters existieren genau
zwei verschiedene Sorten von Pflastersteinen, genannt langer und flacher Pflasterstein.
Beweis. Um dies einzusehen, muss die Frage beantwortet werden, wie die drei Seiten-
fla¨chen der Hexaeder, d. h. wie die drei Goldenen Rauten, in den Kombinationen 1 bis
4 jeweils an den Ecken zusammenkommen. Bezeichnet α wieder den Winkel zwischen
zwei benachbarten Ikosaederecken und β den Winkel zwischen zwei u¨berna¨chsten Iko-
saedernachbarn, dann muss demnach gekla¨rt werden, welche Winkelkonstellationen an
den Ecken der Pflastersteine existieren, d. h. in welcher Kombination die Winkel α und
β jeweils zusammentreffen.
Sehen wir uns dazu am Beispiel der drei paarweise benachbarten Einheitsvektoren v3
und v4 sowie v6 an, welche Gestalt ein Pflasterstein besitzt, der ausgehend von Kombi-
nationsmo¨glichkeit 1 realisiert wird.
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Abbildung 1.8.: Der Aufspann der drei paarweise benachbarten Ikosaederecken v3 und v4
sowie v6 aus Kombination 1. Daneben realisiert aber auch Kombination 3 diesen Stein.
Mo¨gliche Winkelkonstellationen:
• An den beiden gelben Ecken kommen die drei Goldenen Rauten jeweils mit dem
Winkel α zusammen.
• An den sechs lila Ecken kommen die drei Goldenen Rauten jeweils einmal mit dem
Winkel α und zweimal mit dem Winkel β zusammen.
Dieser Pflasterstein soll im Folgenden langer Pflasterstein (A6, siehe [C],[MT]) genannt
werden. Die gelben Ecken bezeichnen wir als spitze Ecken und die lila Ecken als stumpfe
Ecken des langen Steins.
Aber noch eine weitere Kombinationsmo¨glichkeit realisiert diesen Stein – dies sehen
wir, indem wir unseren Standpunkt in Abbildung 1.8 vera¨ndern und als Ausgangsecke
v4 + v6 wa¨hlen. Von dieser Ecke ausgehend existieren die drei Ikosaederecken v4 und v6
sowie v3 + v4 + v6 und fu¨r deren Lagebeziehung gilt: v4 und v3 + v4 + v6 sowie v6 und
v3 + v4 + v6 sind jeweils u¨berna¨chste Ikosaederecken, v4 und v6 dagegen Nachbarecken.
Dies entspricht nun genau der Situation, wie in Kombination 3 beschrieben, und daher
realisiert diese Kombinationsmo¨glichkeit ebenfalls den langen Pflasterstein.
Damit bleibt noch die Gestalt der u¨brigen beiden Kombinationsmo¨glichkeiten zu kla¨ren.
Wir betrachten dazu am Beispiel der Einheitsvektoren v1 und v3 sowie v6 den Aufspann
von Kombination 2, siehe Abbildung 1.9.
Mo¨gliche Winkelkonstellationen:
• An den beiden roten Ecken kommen die drei Goldenen Rauten jeweils mit dem
Winkel β zusammen.
• An den sechs gru¨nen Ecken kommen die drei Goldenen Rauten jeweils zweimal mit
dem Winkel α und einmal mit dem Winkel β zusammen.
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Abbildung 1.9.: Der Aufspann von v1 und v3 sowie v6 aus Kombination 2: Die Ikosaederecken
v1 und v6 sowie v3 und v6 sind jeweils paarweise benachbart, v1 und v3 dagegen sind u¨berna¨chste
Nachbarn im Ikosaeder. Daneben realisiert aber auch Kombination 4 diesen Stein.
An den acht Ecken dieses gleichseitigen Hexaeders finden sich somit andere Winkelkon-
stellationen als im Fall des langen Pflastersteins, was bedeutet, dass eine zweite Sorte von
Hexaeder und damit ein weiterer Pflasterstein existiert. Diesen wollen wir entsprechend
seiner Gestalt flachen Pflasterstein (O6, siehe [C],[MT]) nennen und die gru¨nen Ecken
als spitze Ecken sowie die roten Ecken als stumpfe Ecken des flachen Steins bezeichnen.
Wie im Fall des langen Pflastersteins realisiert aber auch hier noch eine weitere Kombi-
nationsmo¨glichkeit diesen Stein. Ein Wechsel des Standpunktes in Abbildung 1.9 macht
dies wieder deutlich: Wird als Ausgangsecke v1 + v3 gewa¨hlt, existieren von dieser Ecke
ausgehend die Ikosaederecken v1 und v3 sowie v1 +v3 +v6, welche paarweise u¨berna¨chste
Nachbarn im Ikosaeder sind. Dies entspricht genau der Situation im Fall von Kombina-
tion 4 und folglich realisiert diese ebenfalls den flachen Pflasterstein. Insgesamt erhalten
wir damit die folgenden beiden Pflastersteine:
Abbildung 1.10.: Die beiden Pflastersteine im Fall des dreidimensionalen Penrose-Musters:
Links der lange Stein und rechts der flache Stein. Zu beachten ist, dass in der Darstellung des
flachen Pflastersteins die beiden roten Ecken zusammenfallen.
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Bemerkung. Im Folgenden wird eine schematische Darstellung der Pflastersteine wich-
tig sein. Wir erga¨nzen hierfu¨r die Abbildungen (a) – (d) von Seite 12:
Abbildung 1.11.: Die schematische Darstellung der Pflastersteine
Die Ikosaederecken in Abbildung 1.11 entsprechen den Einheitsrichtungen im dreidi-
mensionalen Raum, die Verbindung zwischen zwei Ecken gerade der Raute, welche von
diesen beiden Ikosaederecken im Raum aufgespannt wird. Von links nach rechts sehen
wir somit den langen Pflasterstein, ausgehend von einer spitzen Ecke, vgl. Kombination
1, und den langen Stein, ausgehend von einer stumpfen Ecke, vgl. Kombination 3, sowie
den flachen Pflasterstein, ausgehend von einer spitzen Ecke, vgl. Kombination 2, und
den flachen Stein, ausgehend von einer stumpfen Ecke, vgl. Kombination 4.
1.3.4. Das Fenster V im Hilfsraum F
In 1.2 haben wir gesehen, dass der offene Streifen E+ I2 ⊂ R2 auch mit Hilfe der ortho-
gonalen Projektion piF auf die Hilfsgerade F beschrieben werden kann: E + I
2 = E + V ,
wobei V = piF (I
2) ⊂ R, siehe (1.2). Der Gewinn dieser alternativen Streifenbeschreibung
wird nun im Fall des dreidimensionalen Penrose-Musters offensichtlich, i. e.
(1.12) E + I6 = E + V mit V := piF (I
6).
Wa¨hrend hier der offene Streifen E + I6 ⊂ R6 unserer ra¨umlichen Vorstellung la¨ngst
nicht mehr zuga¨nglich ist, gilt V = piF (I
6) ⊂ R3, was dagegen anschaulich durchaus noch
nachzuvollziehen ist! Der U¨bergang von E + I6 zu E + V reduziert also die zu betrach-
tenden Dimensionen und ermo¨glicht es uns, statt im R6 im dreidimensionalen Hilfsraum
F zu arbeiten.10 Was aber ist die Gestalt des Fensters V ?
Hierzu betrachten wir die folgende symmetrische Beschreibung Z des sechsdimensionalen
Einheitswu¨rfels:





] fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6}.
10Vorsicht bezu¨glich der Notationen: Bei den Beispielbetrachtungen im R2 sind E und F jeweils Ge-
raden, daher ist V = piF (I
2) ⊂ R eindimensional. Im Fall des dreidimensionalen Penrose-Musters ist
der Ausgangsraum W dagegen sechsdimensional, der Projektionsraum E sowie der Hilfsraum F sind
jeweils dreidimensional. Der Anschaulichkeit halber wird aber auch E + I6 als Streifen bezeichnet.
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und die Anzahl der Eckpunkte xEcke von Z ist folglich 2
6 = 64.
Das dreidimensionale Fenster V als Projektion des konvexen sechsdimensionalen Ein-
heitswu¨rfels Z auf den Hilfsraum F ist nun selbst ein konvexes Polyeder, dessen Ecken
gerade Projektionen der Eckpunkte von Z auf F sind. Wollen wir also die Ecken von V
ermitteln, so mu¨ssen wir in einem ersten Schritt piF (xEcke) fu¨r alle 64 Eckpunkte xEcke
von Z bestimmen – das sind alle potentiell mo¨glichen Ecken des Fensters V .
In einem zweiten Schritt sind dann unter diesen 64 potentiell mo¨glichen Eckpunkten
piF (xEcke) genau diejenigen zu ermitteln, die auch wirklich das konvexe Polyeder V auf-
spannen und nicht in dessen Innerem liegen. Mit Hilfe dieser Ergebnisse, der Kenntnis
der tatsa¨chlichen Ecken von V , kann schließlich auch die Frage nach der Gestalt des
Fensters V beantwortet werden!
Die Projektion der Einheitsvektoren des Ausgangsraums W auf F
Mit der Bezeichnung ±wi := piF (±ei) fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 und wegen der Linearita¨t der
Projektionsabbildung gilt bezu¨glich der Basis e1, . . . , e6 von W :
(1.15) piF (xEcke) =
1
2










Das bedeutet, dass alle 64 potentiell mo¨glichen Ecken des Fensters V Summen sind,
gebildet aus den projizierten Einheitsvektoren ±w1, . . . ,±w6. Im Folgenden mu¨ssen wir
daher fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 diese Projektion der Einheitsvektoren ei des Ausgangsraums
W auf den Hilfsraum F bestimmen. Dazu ko¨nnen wir auf die U¨berlegungen in 1.3.3












und mit S = 2I − U|W sowie wi = piF (ei) = Q(ei) folgt:





(− U|W (ei) +√5ei) = 12(ei − Σi),




Nachbarecken (ei) und 1 ≤ i ≤ 6, vgl. (1.11). Ebenso gilt:
Beobachtung 1.10. Die Projektionen w1, . . . , w6 der Einheitsvektoren e1, . . . , e6 des
Ausgangsraums W auf den Hilfsraum F sind wieder Ikosaederecken.
Beweis. Der Beweis ist vo¨llig analog zu dem von Beobachtung 1.5: Wollen wir zeigen,
dass wi ∈ F ∼= R3 fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 Ikosaederecken sind, so mu¨ssen wir wieder nachwei-
sen, dass wi ∈ F ∼= R3 fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 einen Stabilisator der Ordnung 5 besitzen, d. h.
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dass gilt |Gwi | = 5 fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6.
Wegen der speziellen Wahl von F als Eigenraum von S gilt mit Beobachtung 1.4 ebenfalls
Q ◦ g = g ◦Q fu¨r alle g ∈ G und damit
Gei ⊆ GQ(ei) = Gwi fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6.
Gwi kann jedoch nicht echt gro¨ßer sein als Gei , denn auch Q|{e1,...,e6} ist injektiv und
folglich gilt die Gleichheit Gei = Gwi fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6.
Die restlichen Folgerungen ko¨nnen direkt aus dem Beweis zu 1.5 u¨bernommen werden.
Neben dem Wissen, dass w1, . . . , w6 Ikosaederecken sind, interessiert aber auch in diesem
Fall deren genaue Anordnung im Hilfsraum F , und hier gibt es nun zwei entscheidende
Unterschiede im Vergleich zur Anordnung der Ikosaederecken v1, . . . , v6 im Projektions-
raum E. Es ist daher im Folgenden genau zu unterscheiden, ob man die Projektion der
Einheitsvektoren e1, . . . , e6 von W auf E oder auf F betrachtet!
Beobachtung 1.11. Die Ikosaederecken w1, . . . , w5 liegen allesamt nicht in einem ge-
meinsamen Halbraum mit der Ikosaederecke w6 und es gilt die folgende Anordnung:
Abbildung 1.12.: Die Anordnung der Ikosaederecken w1, . . . , w6
Beweis. Mit den gleichen Argumenten wie im Beweis zu Beobachtung 1.6 folgt auch
hier, dass w1, . . . , w5 in einer gemeinsamen Ebene liegen, fu¨r welche es wieder genau
zwei Mo¨glichkeiten gibt: Entweder diese Ebene liegt in einem gemeinsamen Halbraum
mit der Ikosaederecke w6 oder nicht.
Um diese Frage kla¨ren zu ko¨nnen, berechnen wir das Skalarprodukt 〈w1, w6〉. Mit Hilfe
von (1.17) und dem Wissen aus dem Beweis zu Beobachtung 1.6 folgt:
〈w1, w6〉 = 〈Q(e1), Q(e6)〉 = 〈1
2


















< 0, denn 〈e1, e6〉 = 〈Σ1,Σ6〉 = 0.
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Bezeichnet γ nun den Winkel zwischen w1 und w6 mit 0 < γ < 180




dass cos γ < 0 und damit 90◦ < γ < 180◦. Folglich liegen w1 und w6 gerade nicht in
einem gemeinsamen Halbraum und somit auch nicht w6 und die gesamte Ebene, die
w1, . . . , w5 entha¨lt.
Damit bleibt abschließend noch die Anordnung der Ikosaederecken w1 . . . , w5 auf der
gemeinsamen Ebene zu kla¨ren. Nehmen wir dazu wieder an, die Position von w1 sei
beliebig, aber fest:
Abbildung 1.13.: Der Blick von oben auf die Ebene, in der die Ikosaederecken w1, . . . , w5
gemeinsam liegen, vgl. Abbildung 1.12
Auch im Hilfsraum F ko¨nnen auf Grund der fehlenden Orientierung im Ausgangsraum






2, welche w2 allesamt annehmen kann, nicht
mehr unterschieden werden. O. B. d. A. stellt sich demnach wieder die Frage: Nimmt w2
Position w12 oder Position w
2
2 an?
Um das zu kla¨ren, wollen wir in diesem Fall das Skalarprodukt 〈w1, w2〉 berechnen:
〈w1, w2〉 = 〈Q(e1), Q(e2)〉 = 〈1
2


















, denn 〈e1, e2〉 = 〈Σ1,Σ2〉 = 0.
Unter der Voraussetzung, dass e1, . . . , e6 eine ONB-Basis von W bilden, gilt auch hier
fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6:
|wi| = |Q(ei)| = 1
2
|ei − Σi| = 1√
2
und damit folgt fu¨r den Winkel γ zwischen w1 und w2:
cos γ =
〈w1, w2〉













was genau dem Winkel zweier u¨berna¨chster Nachbarn im Ikosaeder entspricht, vgl. (A.4).
Das bedeutet, dass w2 in Abbildung 1.13 Position w
2
2 einnimmt und sich insgesamt die
Anordnung der Ikosaederecken w1, . . . , w6 wie in Abbildung 1.12 gezeigt ergibt.
Bemerkung. Analog zur Projektion der Einheitsvektoren auf E, vgl. die Bemerkung
auf Seite 11, sind −wi = piF (−ei) fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 wieder die zu w1, . . . , w6 antipodalen
Ikosaederecken und wir wollen auch hier die Begriffe (projizierter) Einheitsvektor ±wi
und Ikosaederecke ±wi nicht mehr unterscheiden!
Fasst man alle Ergebnisse zusammen, so bedeutet das fu¨r die 64 potentiell mo¨glichen
Ecken piF (xEcke) des Fensters V : Es sind allesamt Summen, gebildet aus den Ikosaeder-
ecken ±w1, . . . ,±w6. Doch welche dieser Ecken sind nun auch tatsa¨chlich Ecken des






sind maximal und spannen folglich das Fenster V auch wirklich auf? Diese Summen
sollen im Folgenden maximale Summen genannt und mit Smax bezeichnet werden. Die
Ecken im Inneren von V nennen wir entsprechend minimale Summen und bezeichnen
diese mit Smin.
Die Suche nach den tatsa¨chlichen Fensterecken
Auf Grund der Tatsache, dass ±w1, . . . ,±w6 Ikosaederecken sind, angeordnet wie in
Abbildung 1.12 gezeigt, kann die Frage, welche der eben genannten Summen S maxi-
mal sind, mit Hilfe der Ikosaedergeometrie anschaulich gelo¨st werden. Eine erste Sorte
maximaler Summen ist dabei sofort ersichtlich:
Beobachtung 1.12. Eine erste Sorte S1max maximaler Summen ist fu¨r alle ±wi mit









= Φwi und |S1max| = 12.
Beweis. Anschaulich gesprochen meint diese Formel die Addition einer beliebigen Iko-
saederecke zu ihren fu¨nf direkten Nachbarecken, d. h. die Addition von sechs Ikosa-
ederecken, welche in einem gemeinsamen Halbraum liegen. Es ist vo¨llig klar, dass diese
Summe maximal ist, denn sechs beliebige Ikosaederecken ko¨nnen nicht na¨her beisammen
liegen, also die eben genannten sechs eines Halbraums!
Mittels der Projektionsmatrix Q, vgl. (1.16), kann man die einzelnen Summen nun sogar
explizit berechnen. Exemplarisch soll dies hier fu¨r wi = −w6 gezeigt werden, siehe auch
A.1. Mit Σ6 =
1√
5
(e1 + e2 + e3 + e4 + e5) und der Linearita¨t der Projektionsabbildung
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und folglich gilt fu¨r die gesuchte maximale Summe S1max im Fall von −w6:
1
2



















5wi) = Φwi fu¨r alle wi ∈ {±w1 . . . ,±w6}.
Da von jeder der 12 Ikosaederecken ausgehend nun genau eine solche maximale Summe
S1max gebildet werden kann, folgt |S1max| = 12.
Mit S1max haben wir eine erste Sorte maximaler Summen gefunden und wir kennen da-
mit 12 Ecken, die das Fenster V auch tatsa¨chlich aufspannen. Doch existieren daru¨ber
hinaus weitere Ecken von V ? Oder mit anderen Worten: Existieren neben S1max noch
weitere Sorten maximaler Summen?
Angenommen, dies ist nicht der Fall, dann wa¨re die Gestalt des konvexen Polyeders V
bereits bekannt: Ein Ikosaeder mit den Eckpunkten ±Φw1, . . . ,±Φw6. Wie aber ko¨nnen
wir die Frage nach weiteren maximalen Summen kla¨ren? Hierzu blicken wir noch einmal
auf die U¨berlegungen zuru¨ck, die zu S1max gefu¨hrt haben: Zu einer beliebigen Ikosaeder-
ecke wurden die fu¨nf Nachbarecken addiert. Sollte es also noch (mindestens) eine zweite
Sorte S2max maximaler Summen geben, so entsteht diese sicherlich durch Anwendung des
folgenden Additionsprinzips:
Additionsprinzip 1.13. Zu einer beliebigen Ikosaederecke werden vier der fu¨nf Nach-
barecken addiert und anstelle der nicht-addierten fu¨nften Nachbarecke deren Antipoden-
punkt.
Wie ist dieses Additionsprinzip zu verstehen? Betrachten wir hierzu exemplarisch wieder
wi = −w6, so besitzen mit Hilfe der Ergebnisse aus dem Beweis zu Beobachtung 1.12
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beispielsweise die folgenden Summen soeben beschriebene Grundform:
Beispiel 1: Zu der Ikosaederecke −w6 werden die vier Nachbarecken +w1 und +w2






(−w6+∑Nachbarecken (−w6)−2w5) = −Φw6−w5.
Beispiel 2: Zu der Ikosaederecke −w6 werden die vier Nachbarecken +w1 und +w2 sowie






(−w6+∑Nachbarecken (−w6)−2w4) = −Φw6−w4.
Mittels elementargeometrischer U¨berlegungen kann man u¨berpru¨fen, ob diese zweite
Sorte von Summen aber auch wirklich maximale Summen sind. Es gilt:
Beobachtung 1.14. Die Summen, die durch Anwendung von Additionsprinzip 1.13
entstehen, bilden eine zweite Sorte S2max maximaler Summen.
Beweis. Um herauszufinden, ob die durch Additionsprinzip 1.13 beschriebene Sorte von
Summen ebenfalls maximale Summen sind, mu¨ssen wir pru¨fen, ob beispielsweise die
soeben berechnete Summe 1
2
(−w6 + w1 + w2 + w3 + w4 − w5) = −Φw6 − w5 im Inneren
des Aufspanns der bereits ermittelten 12 tatsa¨chlichen Ecken des Fensters V liegt, d. h.
im Inneren des Ikosaeders mit den Eckpunkten ±Φw1, . . . ,±Φw6, oder nicht.11 Mit Hilfe
von Abbildung 1.14 ist demnach zu kla¨ren, welche konkreten Werte die beiden Winkel
α und η annehmen.
Abbildung 1.14.: Ein Blick auf den Querschnitt durch den Ikosaeder mit den Eckpunkten
±Φw1, . . . ,±Φw6 zeigt: Der Punkt −Φw6 − w5 liegt außerhalb dieses Ikosaeders.
11Der hier durchgefu¨hrte Beweis gilt analog natu¨rlich auch fu¨r −Φw6−w4 sowie alle weiteren Summen
der zweiten Sorte.
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Die Ikosaederecken Φw5 und −Φw6 sind benachbart und fu¨r den Winkel α zwischen
benachbarten Ikosaederecken gilt nach (A.5):
α = 63, 43◦.
In Abbildung 1.14 sehen wir: α + 2ζ = 180◦. Andererseits gilt nach Beobachtung A.1
jedoch auch α + β = 180◦, wobei β = 116, 57◦ den Winkel zwischen zwei u¨berna¨chsten




β = 58, 285◦.
Der Winkel γ entspricht gerade dem Winkel zwischen zwei aneinanderliegenden Seiten-
fla¨chen des Ikosaeders, wie in (A.6) berechnet: γ = 138, 18◦. Damit erha¨lt man fu¨r den
Winkel η:
η = 180◦ − (ζ + 1
2
γ) = 180◦ − (58, 285◦ + 69, 09◦) = 52, 625◦.
Wegen η < α liegt der Punkt −Φw6 − w5 folglich nicht im Inneren des Ikosaeders mit
den Eckpunkten ±Φw1, . . . ,±Φw6 und somit existiert tatsa¨chlich eine zweite Sorte S2max
maximaler Summen.
Was noch zu kla¨ren bleibt ist die Frage: Wie viele solcher maximaler Summen der zweiten
Sorte gibt es? In diesem Fall ist die Antwort nicht ganz so offensichtlich wie im Fall von
S1max.
Beobachtung 1.15. Es gibt genau 20 verschiedene maximale Summen der zweiten Sor-
te, die durch Anwendung von Additionsprinzip 1.13 entstehen, d. h. es gilt |S2max| = 20.
Beweis. Theoretisch ko¨nnen wir Additionsprinzip 1.13 auf jede der 12 Ikosaederecken an-
wenden, und zwar auf jeweils fu¨nf verschiedene Weisen. Demnach ist |S2max| = 12 ·5 = 60
und folglich |S1max| + |S2max| = 12 + 60 = 72, was jedoch im Widerspruch dazu steht,
dass es insgesamt u¨berhaupt nur 64 potentiell mo¨gliche Fensterecken gibt! Die Frage,
die sich daher stellt, lautet: Welche dieser 60 theoretisch mo¨glichen Summen des Typs
S2max fallen praktisch zusammen?
Auch hierzu muss wieder der Ikosaeder und seine Geometrie genauer betrachtet werden.
Abbildung 1.14 zeigt: −Φw6−w5 liegt oberhalb einer der 20 Ikosaederfla¨chen. Zeichnen
wir dieses Bild einmal perspektivisch, so sehen wir genauer: Der Punkt −Φw6−w5 liegt
oberhalb des Dreiecks mit den Eckpunkten −Φw6 und +Φw1 sowie +Φw4, siehe Abbil-
dung 1.15. Ko¨nnen wir folglich zu eben diesem Punkt −Φw6 − w5 nicht auch gelangen,
indem wir Additionsprinzip 1.13 nicht auf die Ikosaederecke −w6, sondern stattdessen
auf eine der beiden Ikosaederecken +w1 bzw. +w4 anwenden? Das wu¨rde bedeuten, dass
je drei theoretisch mo¨gliche Summen des Typs S2max in Wirklichkeit zusammenfallen!
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Abbildung 1.15.: Die perspektivische Darstellung von Abbildung 1.14 zeigt: Der Punkt
−Φw6 − w5 liegt oberhalb des Dreiecks mit den Eckpunkten −Φw6 und +Φw1 sowie +Φw4.
Diese U¨berlegungen sind in der Tat richtig, wie die folgenden Gleichheiten zeigen. Addie-
ren wir zur Ikosaederecke +w1 die vier Nachbarecken +w3 und +w4 sowie −w5 und −w6
sowie den Antipodenpunkt +w2 der nicht-addierten fu¨nften Nachbarecke −w2, vgl. Ab-
bildung 1.12, so erhalten wir:
1
2








Analog dazu ergibt die Addition der vier Nachbarecken +w1 und +w2 sowie −w5 und












Ferner ist aus Beispiel 1 auf Seite 22 bereits bekannt:
1
2
(−w6 + w1 + w2 + w3 + w4 − w5) = −Φw6 − w5,
und ein Vergleich der drei ausgeschriebenen Summen ergibt damit die Gleichheit:
(1.18) − Φw6 − w5 = +Φw4 + w3 = +Φw1 + w2.
Wir haben somit fu¨r ein und denselben Punkt im Hilfsraum F ∼= R3 drei formal unter-
schiedliche Schreibweisen zur Verfu¨gung. Weil diese Art von U¨berlegung nun aber fu¨r
jede der 60 theoretisch mo¨glichen Summen der zweiten Sorte angestellt werden kann,
fallen damit praktisch, wie bereits oben erwa¨hnt, je drei dieser Summen zusammen. Die
Anzahl von S2max ist demnach nur noch (12 · 5) : 3 = 20, d. h. |S2max| = 20.
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Bemerkung. Die drei in (1.18) genannten formal unterschiedlichen Schreibweisen ein
und desselben Punktes machen gerade deutlich, welche der drei mo¨glichen Ikosaederecken
+w1 und +w4 sowie −w6 als Ausgangsecke fu¨r das beschriebene Additionsprinzip 1.13
gewa¨hlt wurde!
Mit Hilfe der Beobachtungen 1.12 und 1.15 ist damit bekannt, dass das konvexe Polyeder
V wegen
|S1max|+ |S2max| = 12 + 20 = 32
mindestens 32 Ecken besitzt. Gibt es daru¨ber hinaus aber noch weitere maximale Sum-
men? Was wa¨re der Aufspann all dieser 32 Punkte? Die erste Frage kann dank der
bisherigen U¨berlegungen relativ schnell beantwortet werden:
Beobachtung 1.16. Neben S1max und S2max gibt es keine weiteren Sorten maximaler
Summen.
Beweis. Dies sieht man ein, betrachtet man die beiden Sorten von Summen, die durch
Umkehrung der beiden Additionsverfahren entstehen, die zu S1max bzw. S2max gefu¨hrt
haben:
1. Zu einer beliebigen Ikosaederecke werden nicht die fu¨nf Nachbarecken, sondern die
Antipodenpunkte dieser fu¨nf Nachbarecken addiert.
Da fu¨r den Antipodenpunkt einer beliebigen Ikosaederecke nach Definition gilt
Antipodenpunkt (wi) = −wi fu¨r alle wi ∈ {±w1, . . . ,±w6}























Wegen −ϕwi < −Φwi und der Tatsache, dass −Φwi fu¨r alle wi ∈ {±w1, · · · ± w6}
gerade maximale Summen der ersten Sorte sind – und damit Fensterecken von
V , liegen die soeben gebildeten Summen sicher alle innerhalb des noch unbekann-
ten konvexen Polyeders V . Wir haben damit eine erste Sorte minimaler Summen
gefunden, genannt S1min, und analog zu S1max gilt fu¨r diese |S1min| = 12.
2. Zu einer beliebigen Ikosaederecke werden die Antipodenpunkte von vier der fu¨nf
Nachbarecken sowie die noch verbleibende fu¨nfte Nachbarecke addiert.
Diese Grundform von Summe la¨sst sich wieder am Besten anhand eines Beispiels
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veranschaulichen. Ausgehend von der Ikosaederecke −w6 ist beispielsweise die fol-
gende Summe von soeben beschriebener Grundform, vgl. Beispiel 1 auf Seite 22:
1
2




(− w6 −∑Nachbarecken (−w6) + 2w5)
= +ϕw6 + w5.
A¨ndern wir Abbildung 1.14 ein klein wenig ab, so folgt damit unmittelbar: Der
Punkt +ϕw6 +w5 liegt im Inneren des Ikosaeders mit den Ecken ±Φw1, . . . ,±Φw6
und kann folglich kein Eckpunkt des Fensters V sein, siehe Abbildung 1.16. Wir
haben demnach eine zweite Sorte minimaler Summen, genannt S2min, gefunden und
theoretisch kann diese Form von Summe wieder fu¨r jede der 12 Ikosaederecken auf
fu¨nf verschiedene Weisen gebildet werden. Analog zu den U¨berlegungen bezu¨glich
S2max in Beobachtung 1.15 folgt aber auch in diesem Fall, dass je drei dieser Summen
praktisch zusammenfallen, und somit gilt |S2min| = 20.
Abbildung 1.16.: Ein Blick auf den Querschnitt durch den Ikosaeder mit den Eckpunkten
±Φw1, . . . ,±Φw6 zeigt: Der Punkt +ϕw6 + w5 liegt innerhalb dieses Ikosaeders.
Zusa¨tzlich zu den 32 tatsa¨chlichen Fensterecken S1max und S2max haben wir folglich weitere
32 Punkte gefunden, die zwar potentiell mo¨gliche Ecken des konvexen Polyeders V sind,
in Wahrheit jedoch im Inneren des Fensters liegen: die beiden Summen S1min und S2min.
Da die Anzahl aller mo¨glichen Fensterecken, wie auf Seite 17 festgestellt, insgesamt gleich
64 ist, sind wir mit diesem Teilschritt fertig und mu¨ssen keine weiteren Summen mehr
suchen!
Zu kla¨ren bleibt allerdings noch die Frage nach der Gestalt des Fensters V : Was ist der
Aufspann der ermittelten 32 tatsa¨chlichen Ecken S1max und S2max?
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Die Gestalt des Fensters V
Wie bereits erwa¨hnt, spannen die 12 maximalen Summen der ersten Sorte einen Ikosa-
eder mit den Eckpunkten ±Φw1, . . . ,±Φw6 auf. Ferner wissen wir, dass die 20 weiteren
Ecken des konvexen Polyeders V genau auf eine zweite Sorte maximaler Summen zuru¨ck-
gehen. Daru¨ber hinaus gilt aber noch mehr:
Beobachtung 1.17. Die 20 Eckpunkte des Typs S2max sind genau die 20 Ecken eines
Dodekaeders.
Beweis. Mit Beobachtung 1.14 ist bekannt: Jede Ecke des Typs S2max kann auf genau
drei verschiedene Weisen erreicht werden, d. h. durch Anwendung des Additionsprinzips
1.13 auf genau drei verschiedene Punkte ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6, vgl. (1.18). Geometrisch
entspricht das der Tatsache, dass die Ecken des Typs S2max nicht irgendwo oberhalb der
Seitenfla¨chen des Ikosaeders mit den Eckpunkten ±Φw1, . . . ,±Φw6 liegen, sondern ge-
nau oberhalb der Mittelpunkte dieser Seitenfla¨chen.12 Weil nun ganz allgemein fu¨r einen
platonischen Ko¨rper gilt, dass das Verbinden der Mittelpunkte benachbarter Seiten-
fla¨chen den sogenannten Dualko¨rper ergibt, welcher wiederum ein platonischer Ko¨rper
ist, erhalten wir in unserem Fall durch das Verbinden aller Ecken des Typs S2max den
Dualko¨rper des Ikosaeders, und das ist gerade ein Dodekaeder.
Mit Hilfe dieser Ergebnisse ko¨nnen wir auf die gesuchte Gestalt des Fensters V schließen.
Abbildung 1.17.: Das Fenster V im Hilfsraum F mit den entsprechenden Koordinaten, vgl.
Tabelle 1.1
12Siehe Abbildung 1.15: Zu der Ecke −Φw6−w5 = +Φw4+w3 = +Φw1+w2 des Typs S2max gelangt man
von jeder der drei Ikosaederecken −Φw6 und +Φw1 sowie +Φw4 aus, welche gerade eine gemeinsame
Seitenfla¨che des Ikosaeders bilden, durch Addition einer Einheitsrichtung ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6.
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Beobachtung 1.18. Das Fenster V im Hilfsraum F hat die Gestalt eines Rhombentria-
kontaeders: Ein konvexes gleichseitiges Polyeder mit 30 rautenfo¨rmigen Grundseiten, 32
Eckpunkten und 60 Kanten.
Beweis. Jede der 20 Dodekaederecken des Fensters V wird von drei der 12 Ikosaederecken
von V umgeben, vgl. Abbildung 1.15. Umgekehrt wird auch jede der 12 Ikosaederecken
des Fensters V von fu¨nf der 20 Dodekaederecken von V umgeben. Gesucht ist demnach
die lineare Hu¨lle der Vereinigungsmenge der Durchdringung eines Ikosaeders und eines
Dodekaeders, und das ist ein Rhombentriakontaeder.
Die beiden verschiedenen Eckentypen des Rhombentriakontaeders unterscheiden sich da-
bei in der Anzahl der Grundfla¨chen, die jeweils an ihnen zusammenkommen: An jeder
der 12 Ikosaederecken des Fensters V treffen stets fu¨nf Rauten zusammen, an jeder der
20 Dodekaederecken des Fensters V stets drei Rauten. Die Diagonalen der Rauten eines
Rhombentriakontaeders teilen sich stets im Verha¨ltnis des Goldenen Schnitts, es sind
folglich allesamt Goldene Rauten, welche auch die Grundseiten der beiden Pflastersteine
des dreidimensionalen Penrose-Musters bilden, vgl. Beobachtung 1.7. Nach Festlegung
der Koordinaten im Hilfsraum F , vgl. Abbildung 1.12, ergeben sich damit fu¨r das von
uns betrachtete Fenster V die in Abbildung 1.17 genannten Koordinaten.
Im weiteren Verlauf werden wir immer wieder auf diese Koordinaten zuru¨ckgreifen. Fu¨r
ein besseres Versta¨ndnis sollen deshalb auch die Koordinaten der 20 Dodekaederecken
in ihren jeweils formal unterschiedlichen Schreibweisen aufgefu¨hrt werden. Die folgende
Tabelle nennt die Koordinaten der in Abbildung 1.17 mit 1 bis 10 gekennzeichneten
Dodekaederecken. Die dazu antipodalen Ecken sind entsprechend mit einem Minus ge-
kennzeichnet und besitzen in ihren Koordinaten das jeweils entgegengesetzte Vorzeichen.
Dodekaederecke Koordinaten
1 Φw2 + w3 = Φw5 + w4 = −Φw6 − w1
2 Φw3 + w2 = Φw5 + w1 = −Φw6 − w4
3 Φw2 + w1 = Φw4 + w5 = −Φw6 − w3
4 Φw1 + w5 = Φw3 + w4 = −Φw6 − w2
5 Φw2 − w4 = Φw5 − w3 = −Φw1 − w6
6 Φw3 − w1 = Φw5 − w2 = −Φw4 − w6
7 Φw1 + w2 = Φw4 + w3 = −Φw6 − w5
8 Φw5 + w6 = −Φw1 + w3 = −Φw4 + w2
9 Φw2 − w5 = −Φw3 − w6 = Φw4 − w1
10 Φw1 − w4 = −Φw2 − w6 = Φw3 − w5
Tabelle 1.1.: Die Koordinaten der Dodekaederecken des Fensters V in Abbildung 1.17
Bemerkung. Nach Konstruktion besitzen der flache und der lange Pflasterstein sowie
das Fenster V alle dieselbe Kantenla¨nge, denn es gilt | ± vi| = | ±wi| fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6,
vgl. 1.3.3 und 1.3.4.
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Abschließend wollen wir fu¨r die Fensterrauten noch eine hilfreiche Notation einfu¨hren
und einen Blick auf die Symmetrien des Fensters V werfen. Beides wird in Kapitel 2 und
3 wichtig werden.
Nach Konstruktion von V besitzt jede der 30 Fensterrauten als Eckpunkte stets zwei
Ikosaeder- sowie zwei Dodekaederecken. Um im Weiteren aber nicht immer alle diese
Eckpunkte nennen zu mu¨ssen, fu¨hren wir folgende Bezeichnung ein:
Bezeichnung der Fensterrauten 1.19. R(±m,±n) bezeichne die Fensterraute R mit
den beiden Ikosaederecken ±Φwm und ±Φwn, wobei m,n ∈ {1, . . . , 6} und m < n.
Diese Vereinfachung ist mo¨glich, da jede der 30 Fensterrauten eindeutig durch ihre beiden
Ikosaederecken bestimmt ist und diese, im Gegensatz zu den Dodekaederecken, auch
eindeutig geschrieben werden ko¨nnen. Bezu¨glich der Symmetriegruppe des Fensters V
gilt:
Beobachtung 1.20. Die Symmetriegruppe des Fensters V ist isomorph zu A5 × {±1}.
Beweis. Das Fenster V als lineare Hu¨lle der Vereinigungsmenge der Durchdringung eines
Ikosaeders und Dodekaeders ist invariant unter der Drehgruppe G des Ikosaeders mit
|G| = 60. Diese Gruppe ist isomorph zur alternierenden Gruppe A5. Unter Beru¨cksichti-




2. Das Fenster V
Im vorherigen Kapitel wurde erla¨utert, auf welche Art das dreidimensionale Penrose-
Muster erzeugt werden kann: durch Projektion aller ganzzahligen Gitterpunkte z ∈ Z6
innerhalb des Streifens E + I6 ⊂ R6 auf den dreidimensionalen Unterraum E. Mit Hilfe
der orthogonalen Projektion piF auf den Hilfsraum F ∼= R3 konnten wir diesen sechsdi-
mensionalen Streifen E + I6 aber auch noch anders beschreiben, vgl. (1.12), und durch
die dadurch gewonnene Reduzierung der zu betrachtenden Dimensionen letzten Endes
auch unserer Vorstellung zuga¨nglich machen: E + I6 = E + V mit V = piF (I
6) ⊂ R3.
Das auf diese Weise entstandene Fenster V hatte dabei die Gestalt eines Rhombentria-
kontaeders.
Fasst man all diese U¨berlegungen zusammen, so erha¨lt man fu¨r einen beliebigen Gitter-
punkt z ∈ Z6 die folgenden A¨quivalenzen, wobei zE := piE(z) ⊂ E und zF := piF (z) ⊂ F :13
A¨quivalenz-Kriterium 2.1. zE ist Teil des Musters ME ⇐⇒ z wird auf E projiziert
⇐⇒ z ∈ (E + I6) ⊂ R6 ⇔ zF ∈ V .
Mit Hilfe dieser A¨quivalenzen kann man nun aber nicht nur testen, ob ein Gitterpunkt
z ∈ Z6 auf den Projektionsraum E projiziert wird, sondern vielmehr auch eine Aussage
daru¨ber treffen, was fu¨r 1 ≤ i ≤ 6 mit den 12 Nachbargitterpunkten z ± ei dieses ganz-
zahligen Punktes z geschieht: Werden diese ebenfalls auf E projiziert oder nicht? Wegen
der Linearita¨t der Projektionsabbildung gilt fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6:14
Nachbarpunkt-Kriterium 2.2. zE ± vi ist Teil des Musters ME ⇐⇒ z ± ei wird auf
E projiziert ⇐⇒ z ± ei ∈ (E + I6) ⊂ R6 ⇐⇒ piF (z ± ei) ∈ V ⇐⇒ zF ± wi ∈ V .
Das Fenster V ist also viel mehr als nur ein Streifenersatz: Es liefert auch ein Ent-
scheidungskriterium dafu¨r, welche der Nachbarpunkte eines Punktes z ∈ (E + I6) ⊂ R6
ebenfalls Teil des Musters ME sind und welche nicht!
15
Diese Gedanken ko¨nnen wir gewissermaßen systematisieren, indem wir umgekehrt fra-
gen: Wo im Fenster V muss der Projektionspunkt zF eines Gitterpunktes z ∈ Z6 liegen,
damit neben z auch der Nachbargitterpunkt z + ek fu¨r ein ek ∈ {±e1, . . . ,±e6} auf E
projiziert wird? Wir gelangen so zu den verschiedenen Gebieten und Eckentypen von V ,
die genau auf diese Frage eine Antwort geben. Fu¨r ein besseres Versta¨ndnis soll auch
dieses Konzept zuerst am Beispiel des R2 betrachtet werden.
13Diese A¨quivalenzen werden im Folgenden sehr wichtig sein, da sie es uns ermo¨glichen, ein und den-
selben Punkt in verschiedenen Ra¨umen zu betrachten: im Ausgangsraum W , im Projektionsraum E
oder im Hilfsraum F .
14Dabei ist ±vi = ±piE(ei) sowie ±wi = ±piF (ei) fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6, vgl. 1.3.3 sowie 1.3.4.
15Der Begriff Nachbarpunkt meint dabei im Folgenden ebenso wie der Begriff Nachbargitterpunkt stets
die ganzzahligen Nachbarn eines Gitterpunktes z ∈ Z6 ⊂ R6, denn nur diese interessieren!
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2.1. Gebiete und Eckentypen im R2
Das Fenster V ist im R2 Teil der Hilfsgeraden F ∈ R, vgl. 1.2, und ein Gitterpunkt
z ∈ Z2 besitzt die vier mo¨glichen Nachbarpunkte z ± e1 und z ± e2.
Die Frage, wo im Fenster V der Projektionspunkt zF eines Gitterpunktes z liegen muss,
damit auch beispielsweise dessen Nachbargitterpunkt z + e1 auf E projiziert wird, la¨sst
sich hier sehr anschaulich lo¨sen. Wegen Kriterium 2.2 ist zu kla¨ren: In welchem Teilgebiet
V+1 des Fensters V folgt mit zF ∈ V stets auch zF + w1 ∈ V ?16
Beobachtung 2.3. Fu¨r das Teilgebiet V+1 =
(
(V − w1) ∩ V
)
gilt
zF ∈ V+1 ⇐⇒ zF ∈ V sowie zF + w1 ∈ V .
V+1 ⊂ V ist somit das Teilgebiet des Fensters V , innerhalb dessen man den Projektions-
punkt zF eines Gitterpunktes z ∈ (E + I2) ⊂ R2 stets nach +w1 verschieben darf, ohne
V zu verlassen!
Beweis. Wegen V ⊂ F ∼= R ist diese Beobachtung mit Hilfe der folgenden Zeichnung
graphisch lo¨sbar:
Abbildung 2.1.: Das Teilgebiet V+1 des Fensters V
Die gleichen U¨berlegungen ko¨nnen wir natu¨rlich auch fu¨r die drei noch verbleibenden
Nachbargitterpunkte z + e2 und z − e1 sowie z − e2 des Gitterpunktes z durchfu¨hren und
erhalten so analog die drei Teilgebiete V+2 =
(








(V + w2) ∩ V
)
des Fensters V .
Bildet man den Schnitt dieser vier Teilgebiete V+1 und V−1 sowie V+2 und V−2, so ergibt
sich die Einteilung des Fensters V in die folgenden Gebiete:
16Analog zum dreidimensionalen Penrose-Fall gilt ±piF (ei) = ±wi sowie ±piE(ei) = ±vi fu¨r i = 1, 2.
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Beobachtung 2.4. Das Fenster V la¨sst sich disjunkt zerlegen in die folgenden Gebiete:
V = Ω1 unionsq Ω2 unionsq Ω1′ mit Ω1 = (V+1 ∩ V−2) und Ω2 = (V+1 ∩ V−1) sowie Ω1′ = (V−1 ∩ V+2).
Beweis. Auch diese Beobachtung ist wieder graphisch lo¨sbar:
Abbildung 2.2.: Die Teilgebiete V+1 und V−1 sowie V+2 und V−2 des Fensters V
Nach Konstruktion unterscheiden sich die drei Gebiete Ω1 und Ω2 sowie Ω1′ somit gerade
darin, welche der Nachbarpunkte z±ei des Gitterpunktes z ∈ Z2 ⊂ R2 fu¨r i = 1, 2 jeweils
noch erlaubt sind und welche nicht, vgl. die Kriterien 2.1 und 2.2:
1. Fu¨r zF ∈ Ω1 gilt zF + w1 ∈ V und zF − w2 ∈ V sowie zF − w1 6∈ V und zF + w2 6∈ V .
Oder mit anderen Worten:
Neben z ∈ (E + I2) ⊂ R2 gilt z + e1 ∈ (E + I2) ⊂ R2 sowie z − e2 ∈ (E + I2) ⊂ R2
d. h. neben zE sind auch zE + v1 und zE − v2 Teil des Musters ME.
2. Fu¨r zF ∈ Ω2 gilt zF + w1 ∈ V und zF − w1 ∈ V sowie zF + w2 6∈ V und zF − w2 6∈ V .
Oder mit anderen Worten:
Neben z ∈ (E + I2) ⊂ R2 gilt z + e1 ∈ (E + I2) ⊂ R2 sowie z − e1 ∈ (E + I2) ⊂ R2
d. h. neben zE sind auch zE + v1 und zE − v1 Teil des Musters ME.
3. Fu¨r zF ∈ Ω1′ gilt zF − w1 ∈ V und zF + w2 ∈ V sowie zF + w1 6∈ V und zF − w2 6∈ V .
Oder mit anderen Worten:
Neben z ∈ (E + I2) ⊂ R2 gilt z − e1 ∈ (E + I2) ⊂ R2 sowie z + e2 ∈ (E + I2) ⊂ R2
d. h. neben zE sind auch zE − v1 und zE + v2 Teil des Musters ME.
Man erha¨lt damit fu¨r einen Gitterpunkt z ∈ (E + I2) ⊂ R2 die drei verschiedenen Kon-
stellationen von erlaubten Nachbarpunkten, wie in Abbildung 2.3 gezeigt.
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Abbildung 2.3.: Die drei mo¨glichen Konstellationen von Nachbarpunkten eines Punktes
z ∈ (E + I2) ⊂ R2: Links gilt zF ∈ Ω1, in der Mitte zF ∈ Ω2 und rechts zF ∈ Ω1′ .
Treffen wir jedoch die Vereinbarung, Kongruenzen nicht zu unterscheiden, dann sind
die Konstellationen von Nachbarpunkten, die die Gebiete Ω1 und Ω1′ liefern, identisch.
Folglich gilt:
Beobachtung 2.5. Das Fenster V la¨sst sich disjunkt zerlegen in die beiden Gebiete des
Typs Ω1 und Ω2, d. h. es gilt V = Ω1 unionsq Ω2 unionsq Ω1. Damit existieren zwei nicht-kongruente
Konstellationen von erlaubten Nachbarpunkten eines Gitterpunktes z ∈ (E + I2) ⊂ R2,
welche im Folgenden als Eckentypen bezeichnet werden sollen:
z ∈ Z2 ⊂ R2 heißt Ecke des Typs ωj ⇐⇒ zF ∈ Ωj, wobei j = 1, 2.
Bemerkung. Da wir gema¨ß A¨quivalenz-Kriterium 2.1 jedoch einen beliebigen Gitter-
punkt z ∈ Z2 nicht nur in seinem Ausgangsraum, in diesem Fall dem R2, betrachten,
sondern vielmehr auch dessen Projektionspunkte zE im Projektionsraum E sowie zF im
Hilfsraum F , sollen ebenso zE und zF als Ecke des Typs ωj bezeichnet werden, d. h. es
soll gelten: zE ⊂ E und zF ⊂ F heißen Ecke des Typs ωj ⇐⇒ zF ∈ Ωj, wobei j = 1, 2.
Abbildung 2.4.: Die Eckentypen ω1 und ω2 im Fall des R2: gru¨n eingezeichnet im Ausgangs-
raum R2 und gelb eingezeichnet im Projektionsraum E
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Diese unterschiedlichen Betrachtungsweisen ein und desselben Punktes in verschiedenen
Ra¨umen werden im Fall des dreidimensionalen Penrose-Musters von besonderer Bedeu-
tung sein: Es werden vor allem der Projektionsraum E, in dem das Muster ME, das
untersucht werden soll,
”
lebt“, sowie der Hilfsraum F interessieren, denn diese beiden
Ra¨ume sind wegen E ∼= F ∼= R3 unserer Vorstellung zuga¨nglich, der Ausgangsraum
W ∼= R6 dagegen nicht!
Im Folgenden soll dieses Konzept der Gebiete und Eckentypen auf das dreidimensionale
Penrose-Muster u¨bertragen werden.
2.2. Gebiete und Eckentypen im Fall von Penrose 3D
Theoretisch ist mit den in 2.1 angestellten U¨berlegungen klar, was zu tun ist:
1. In einem ersten Schritt mu¨ssen auch hier wieder die Teilgebiete V±i fu¨r alle mo¨gli-
chen Einheitsrichtungen ±ei mit 1 ≤ i ≤ 6 ermittelt werden, vgl. Beobachtung 2.3.
Es ist also zu kla¨ren: Wo im Fenster V darf man fu¨r 1 ≤ i ≤ 6 den Projektions-
punkt zF eines Gitterpunktes z ∈ Z6 nach ±wi verschieben, ohne V zu verlassen?
2. In einem zweiten Schritt kann dann mit Hilfe des Schnitts all dieser Teilgebiete
V±1, . . . , V±6 analog zu Beobachtung 2.5 eine disjunkte Zerlegung des Fensters V
konstruiert werden. Auf diese Weise erha¨lt man die Gebiete und Eckentypen fu¨r
das dreidimensionale Penrose-Muster.
Doch wie sieht es mit der praktischen Umsetzung aus? Soll in Analogie zu den Beispiel-
betrachtungen im R2 versucht werden, die Gebietseinteilung des Fensters V graphisch
zu konstruieren, dann bedarf es einiger Hilfsbetrachtungen, um wieder in Dimension
zwei arbeiten zu ko¨nnen, denn wegen V ⊂ F ∼= R3 sind das Fenster V und folglich die
gesuchten (Teil-) Gebiete nun dreidimensional!
Wir werden daher zum einen an Stelle des Fensters V selbst in vielen Fa¨llen die Projek-
tion von V auf die Ebene parallel zu einer der 30 Fensterrauten zu Hilfe nehmen. Dieses
Projektionsbild und weitere wichtige Hilfsmittel werden in A.3 konstruiert. Zum ande-
ren werden wir die angesprochenen Teilgebiete V±1, . . . , V±6 eingeschra¨nkt auf bestimmte
Ebenen betrachten.
2.2.1. Der Kern des Fensters V
Ein Gebiet springt jedoch auf Grund der Konstruktion des Fensters V sofort ins Auge:
Der Teil von V , innerhalb dessen man den Projektionspunkt zF eines Gitterpunktes
z ∈ (E + I6) ⊂ R6 stets in alle Einheitsrichtungen17 ±w1, . . . ,±w6 verschieben darf, oh-
ne V zu verlassen! Dieses Gebiet bezeichnen wir mit Ω12 und nennen es Kern von V .
17Vgl. die Bemerkungen auf den Seiten 11 und 20: Die Begriffe Einheitsvektor/projizierter Einheitsvek-
tor/Einheitsrichtung werden nicht mehr unterschieden. Die verschiedenen Notationen ±vi und ±wi
sowie ±ei fu¨r 1 ≤ i ≤ 6 sollten jedoch fu¨r Klarheit sorgen!
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Beobachtung 2.6. Der Kern von V hat wie das Fenster V selbst auch die Gestalt eines
Rhombentriakontaeders, d. h. es gilt Ω12 = ϕ
2V .
Beweis. Nach Konstruktion von V ist klar: Das gesuchte Gebiet Ω12 erha¨lt man, in-
dem man V um einen gewissen Faktor 0 < k < 1 verkleinert, d. h. Ω12 = kV , so dass
(kV ± wi) ∈ V fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6. Folglich hat der Kern dieselbe Gestalt wie das Fenster
V . Wie aber kann man diesen Faktor k bestimmen? Dazu betrachten wir Abbildung
1.14, erga¨nzt um das bisherige Wissen, vgl. insbesondere A.3:
Abbildung 2.5.: Querschnitt durch das Fenster V
Mit Hilfe der Abbildung 2.5 la¨sst sich k leicht berechnen, beispielsweise wie folgt: Man
zieht von der Fensterecke Φω5 die Einheitsrichtung +ω5 ab und erha¨lt damit einen der








Mit Ω12 haben wir somit ein erstes Gebiet des Fensters V gefunden und wir halten fest:
Beobachtung 2.7. z ∈ Z6 ⊂ R6 heißt Ecke des Typs ω12 ⇐⇒ zF ∈ Ω12.
Ist z Ecke des Typs ω12, so werden mit z ∈ (E + I6) ⊂ R6 stets auch alle theoretisch
mo¨glichen Nachbargitterpunkte z ± ei fu¨r 1 ≤ i ≤ 6 auf E projiziert.
Mit anderen Worten: Mit zE sind auch alle zE ± vi fu¨r 1 ≤ i ≤ 6 Teil des Musters ME,
vgl. die Kriterien 2.1 und 2.2. Wie aber ko¨nnen die restlichen Gebiete des Fensters V
ermittelt werden?
2.2.2. Die weiteren Gebiete des Fensters V
Hierzu greifen wir, wie bereits angedeutet, in einer eingeschra¨nkten Form auf die Idee der
Teilgebiete aus den Beispielbetrachtungen im R2 zuru¨ck. Das Problem ist folgendes: An-
schaulich ist sofort klar, auf welche Weise die dreidimensionalen Teilgebiete V±1, . . . , V±6
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entstehen. Man verschiebt fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 das Fenster V in Richtung ∓wi und bildet
anschließend den Schnitt dieses verschobenen Fensters (V ∓ wi) mit dem urspru¨nglichen
Fenster V , i. e.
(2.1) V±i =
(
(V ∓ wi) ∩ V
)
fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6,
vgl. Beobachtung 2.3. Doch wie ko¨nnen wir diese Idee zweidimensional fassen und somit
die angesprochenen Teilgebiete graphisch konstruieren? Wir wollen dazu die Teilgebiete
V±1, . . . , V±6 nicht als Ganze, also dreidimensional, betrachten, sondern jeweils einge-
schra¨nkt auf bestimmte Ebenen, welche wir im Folgenden mit Ek bezeichnen wollen, die
das Fenster V schneiden.18
Beobachtung 2.8. Sei k ∈ N. Dann bezeichnet V ′±1, . . . , V ′±6 die Einschra¨nkung der
Teilgebiete V±1, . . . , V±6 auf die Ebene Ek, i. e. V
′
±i = V±i ∩ Ek fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6.
V
′
±i ist demnach der Teil der Ebene Ek, innerhalb dessen man den Projektionspunkt
zF eines Gitterpunktes z ∈ (E + I6) ⊂ R6 fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 nach ±wi verschieben darf,
ohne das Fenster V zu verlassen!
Mit Hilfe dieser zweidimensionalen Teilgebiete V
′
±1, . . . , V
′
±6 kann nun ganz analog zu den
Beispielbetrachtungen im R2 die Gebietseinteilung auf den Ebenen Ek graphisch kon-
struiert werden: Sie ergibt sich gerade wieder aus dem Schnitt der einzelnen V
′
±1, . . . , V
′
±6.
Damit haben wir aber letzten Endes auch einen Weg gefunden, die Gebiete und Eckenty-
pen im Fall des dreidimensionalen Penrose-Musters zu bestimmen: Die Gebietseinteilung
auf der Ebene Ek ist nach Konstruktion na¨mlich genau die Gebietseinteilung des drei-
dimensionalen Fensters V , eingeschra¨nkt auf eben diese Ebene Ek. Wir kennen damit
zwar (noch) nicht die dreidimensionale Gestalt der Gebiete von V , jedoch ko¨nnen wir
mit Hilfe der Gebiete auf den Ebenen Ek eine Aussage treffen, welche Gebiete im Fenster
V auf jeden Fall existieren. Sei k, j ∈ N:
Beobachtung 2.9. Ist Ω
′
j Gebiet auf der Ebene Ek, so existiert auch im Fenster V ein
entsprechendes dreidimensionales Gebiet Ωj, denn Ω
′
j ist die Einschra¨nkung des Gebiets
Ωj auf die Ebene Ek, d. h. es gilt Ω
′
j = Ωj ∩ Ek.
Zusammenfassend sind daher mit k, j ∈ N die folgenden Punkte zu kla¨ren:
1. Wie mu¨ssen die Ebenen Ek gewa¨hlt werden, damit auch wirklich alle Gebiete Ωj
im Fenster V bestimmt werden?
2. Wie ko¨nnen die unterschiedlichen Teilgebiete V
′
±1, . . . , V
′
±6 auf den Ebenen Ek er-
mittelt werden und welche Gebiete Ω
′
j existieren folglich jeweils auf Ek?
3. Welche dreidimensionalen Gebiete Ωj und welche Eckentypen ωj gibt es somit
insgesamt im Fenster V ?
18Wir bestimmen sozusagen eine zweidimensionale Version der dreidimensionalen Teilgebiete. Der Index
k muss dabei im Folgenden noch na¨her bestimmt werden, ganz allgemein gilt daher erst einmal k ∈ N.
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Schritt 1: Die Wahl der Schnittebenen
Anschaulich gesprochen geht es bei diesem ersten zu kla¨renden Punkt um folgende Frage:
Wie muss man die Ebenen Ek wa¨hlen, damit auch alle Gebiete des Fensters V mindestens
von einer dieser Ebenen geschnitten werden? Denn nur wenn das sichergestellt ist, werden
mit der eben beschriebenen Vorgehensweise – der Gebietsbestimmung auf den einzelnen
Schnittebenen Ek – auch wirklich alle dreidimensionalen Gebiete von V bestimmt!
Dazu kann man wie folgt vorgehen: Bis auf den Kern von V , das Gebiet Ω12, haben wir
zwar noch keine Vorstellung davon, welche Gestalt die gesuchten restlichen Gebiete des
Fensters V haben, geschweige denn, wie viele Gebiete es u¨berhaupt gibt, wir ko¨nnen uns
aber u¨berlegen, auf welchen Ebenen die Begrenzungsfla¨chen dieser dreidimensionalen
Gebiete von V liegen.
Beobachtung 2.10. Die Begrenzungsfla¨chen der dreidimensionalen Gebiete des Fens-
ters V liegen auf insgesamt 60 verschiedenen Ebenen.
Beweis. Fassen wir dazu das bisherige Wissen zusammen:
• Gema¨ß den Beispielu¨berlegungen im R2 ist klar: Die Gebiete des Fensters V erha¨lt
man durch den Schnitt der Teilgebiete V±1, . . . , V±6, vgl. die Beobachtungen 2.4
und 2.5. Folglich liegen die Begrenzungsfla¨chen dieser Gebiete auf denselben Ebe-
nen wie die Begrenzungsfla¨chen der Teilgebiete V±1, . . . , V±6.
• Fu¨r die einzelnen Teilgebiete V±i wiederum gilt fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 nach (2.1):
V±i =
(
(V ∓ wi) ∩ V
)
.
• Das Fenster V besitzt die Gestalt eines Rhombentriakontaeders, vgl. Beobachtung
1.18. Somit ist V ∓wi, d. h. die Verschiebung von V um einen beliebigen Einheits-
vektor ∓wi fu¨r 1 ≤ i ≤ 6, a¨quivalent zu der Verschiebung der 30 Fensterrauten R
von V um eben diesen Einheitsvektor ∓wi.
Um also zu kla¨ren, auf welchen Ebenen die Begrenzungsfla¨chen der dreidimensionalen
Fenstergebiete Ωj mit j ∈ N liegen, ko¨nnen wir fragen: Auf welchen Ebenen liegen die
Begrenzungsfla¨chen der Teilgebiete V±1, . . . , V±6? Dazu wiederum muss ermittelt wer-
den, auf welchen Ebenen die Verschiebungen der 30 Fensterrauten R in die 12 mo¨glichen
Einheitsrichtungen ±w1, . . . ,±w6 liegen und welche dieser 30 · 12 = 360 theoretisch
mo¨glichen Ebenen das Fenster V dann auch tatsa¨chlich schneiden.
In der Praxis ist es jedoch ausreichend, diese U¨berlegungen, d. h. die genannten Ver-
schiebungen, nur fu¨r eine einzige Fensterraute R durchzufu¨hren und die Ergebnisse dann
durch Analogien auf alle u¨brigen 29 Fensterrauten zu u¨bertragen. Grund hierfu¨r ist die
besondere Gestalt von V als die eines Rhombentriakontaeders, d. h. eines gleichseitigen
Polyeders, und dessen Invarianz unter der Drehgruppe G des Ikosaeders, vgl. Beob-
achtung 1.20. Wie genau dieses Prinzip der Analogiebetrachtung A.6 zu verstehen bzw.
anzuwenden ist, wird in A.3 gezeigt. Analog zu den Konstruktionen in A.3 soll im Fol-
genden die Fensterraute R(5,−6), also die Raute mit den Ikosaederecken Φw5 und −Φw6,
als Ausgangsraute gewa¨hlt werden, vgl. 1.19.
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Die erste Frage lautet somit: Wo, d. h. auf welchen Ebenen, liegen die Verschiebungen
von R(5,−6) in alle mo¨glichen Einheitsrichtungen ±w1, . . . ,±w6? Durch die Zerlegung der
Einheitsvektoren in ihre jeweilige Lateral- und Ho¨henkomponente, vgl. dazu die U¨ber-
legungen in A.3, kann dieses Problem nun graphisch gelo¨st werden: Durch Abtragen
der in Abbildung A.7 ermittelten Ho¨henkomponenten der einzelnen Einheitsvektoren
±w1, . . . ,±w6 bezu¨glich der Zeichenebene parallel zu Raute R(5,−6):
Abbildung 2.6.: Die Verschiebung der Raute R(5,−6) in alle Einheitsrichtungen
Wir erhalten damit die folgenden fu¨nf parallelen Ebenen, auf denen die gesuchten Ver-
schiebungen der Raute R(5,−6) in Richtung der Einheitsvektoren ±w1, . . . ,±w6 liegen:
• Die Verschiebung von R(5,−6) in Richtung −w5 und +w6 liegt auf der Ebene E1.
• Die Verschiebung von R(5,−6) in Richtung −w2 und −w3 liegt auf der Ebene E2.
• Die Verschiebung von R(5,−6) in Richtung ±w1 und ±w4 liegt auf der Ebene in
Ho¨he der Raute R(5,−6) selbst, mit E3 bezeichnet, denn bezu¨glich der Zeichenebene
parallel zu dieser Raute besitzen diese beiden Paare von Einheitsvektoren keine
Ho¨henkomponente, vgl. Beobachtung A.5.
• Die Verschiebung von R(5,−6) in Richtung +w2 und +w3 liegt auf der Ebene E4.
• Die Verschiebung von R(5,−6) in Richtung +w5 und −w6 liegt auf der Ebene E5.
Wegen V±i =
(
(V ∓ wi) ∩ V
)
fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 bleibt jedoch noch zu kla¨ren, welche
dieser Ebenen das Fenster V auch wirklich schneiden. Abbildung 2.6 zeigt: Die beiden
Ebenen E4 und E5 schneiden V ganz offensichtlich nicht, die beiden Ebenen E1 und E2
dagegen schon. Wie steht es mit der Ebene E3 auf dem Rand des Fensters V ? Dazu muss
39
2. Das Fenster V
beachtet werden, dass die Projektionsmethode mit dem offenen Einheitswu¨rfel I6 ⊂ R6
arbeitet. Demnach ist V = piF (I
6) ebenfalls offen, und folglich schneidet die Ebene E3
das offene Fenster V selbst nicht! Wir erhalten damit genau zwei Ebenen, E1 und E2,
auf denen ein Teil der Begrenzungsfla¨chen der Teilgebiete V±1, . . . , V±6 liegt.
Dieses Ergebnis kann nun, wie bereits angesprochen, durch Analogiebetrachtungen auf
alle anderen 29 Fensterrauten u¨bertragen werden. Insgesamt ergibt sich damit: Parallel
zu jeder der 30 Fensterrauten R existieren genau zwei Ebenen, auf denen jeweils ein Teil
der Begrenzungsfla¨chen der Teilgebiete V±1, . . . , V±6 liegt und folglich existieren genau
2 · 30 = 60 verschiedene Ebenen, auf denen alle Begrenzungsfla¨chen der Fenstergebiete
Ωj liegen!
Bemerkung. Diese soeben ermittelten 60 Ebenen ko¨nnen auf Grund der besonderen
Gestalt des Fensters V als der eines gleichseitigen Polyeders und dem damit verbundenen
Prinzip der Analogiebetrachtung A.6 in zwei verschiedene Typen von Ebenen klassifiziert
werden. Was ist damit gemeint? Im Beweis zu Beobachtung 2.10 haben wir gesehen:
Parallel zu jeder der 30 Fensterrauten R existieren stets zwei Ebenen, auf denen jeweils
ein Teil der Begrenzungsfla¨chen der Fenstergebiete Ωj mit j ∈ N liegt. Entsprechend
ihrem jeweiligen Abstand zu dieser Raute ko¨nnen all diese Ebenen nun in genau zwei
verschiedene Typen eingeteilt werden. Wir fu¨hren dazu den Index (±m,±n) in der
Bezeichnung der Ebenen ein, vgl. 1.19:
1. Parallel zu jeder der Fensterrauten R(±m,±n) mit m,n ∈ {1, . . . , 6} und m < n
existiert stets eine Ebene im Abstand von E1 und R(5,−6):
Diese bezeichnen wir mit E
(±m,±n)
1 und nennen sie Ebene des Typs E1
2. Parallel zu jeder der Fensterrauten R(±m,±n) mit m,n ∈ {1, . . . , 6} und m < n
existiert ebenso eine Ebene im Abstand von E2 und R(5,−6):
Diese bezeichnen wir mit E
(±m,±n)
2 und nennen sie Ebene des Typs E2.
Die Frage, die sich damit stellt, lautet: Ist es ausreichend, genau diese beiden Ebenenty-
pen E1 und E2 als Schnittebenen zu wa¨hlen? Auf diesen 60 Ebenen liegen schließlich alle
Begrenzungsfla¨chen der dreidimensionalen Fenstergebiete Ωj von V , und folglich mu¨ss-
ten doch auch alle Gebiete Ωj im Fenster V von diesen Ebenen geschnitten werden.
Hier gilt es nun folgende Finesse zu beru¨cksichtigen: Eine Begrenzungsfla¨che eines belie-
bigen Fenstergebiets Ωj mit j ∈ N hat gerade die Eigenschaft, zwei Gebiete voneinander
abzugrenzen. Folglich existieren ober- und unterhalb dieser Begrenzungsfla¨che zwei ver-
schiedene Gebiete, und genau dieser Tatsache mu¨ssen wir noch Rechnung tragen! Es
muss zwar kein weiterer Typ von Ebene als Schnittebene gewa¨hlt werden, jedoch ist
es nicht ausreichend, das Fenster V mit den Ebenen des Typs E1 und E2 zu schneiden
und anschließend allein die Teilgebiete auf den Ebenen des Typs E1 und E2 zu betrach-
ten. Ebenso mu¨ssen auch die Teilgebiete unterhalb dieser beiden Ebenentypen bestimmt
werden. Ein Vergleich von Abbildung 2.5 und Abbildung 2.6 zeigt diesen Sachverhalt
anschaulich auf, siehe Abbildung 2.7.
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Beobachtung 2.11. Keine der 60 Ebenen des Typs E1 und E2 schneidet den Kern des
Fensters V . Die Gebiete allein auf den Ebenen des Typs E1 und E2 erfassen folglich das
Gebiet Ω12 nicht!
Beweis. Auch diese Beobachtung kann mit Hilfe des Analogieprinzips A.6 gezeigt wer-
den: Die Ebene E
(5,−6)
2 schneidet den Kern von V offensichtlich nicht, und daher schneidet
keine der 30 Ebenen des Typs E2 das Gebiet Ω12. Wie aber steht es mit E(5,−6)1 ? Das
Fenster V ist, wie bereits erwa¨hnt, als Projektion des offenen Einheitswu¨rfels I6 ⊂ R6
ebenfalls offen. Nach Konstruktion ist damit aber auch der Kern von V offen und wird
folglich von E
(5,−6)
1 , der Ebene auf dem Rand des Kerns, nicht geschnitten – und somit
ebenso von keiner der Ebenen des Typs E1!





Zusammenfassend ergibt sich damit:
Beobachtung 2.12. Mit E1 und E2 existieren genau zwei Typen von Schnittebenen. Fu¨r
die vollsta¨ndige Bestimmung aller Gebiete des Fensters V mu¨ssen jedoch die Teilgebiete
auf den folgenden Ebenentypen bestimmt werden: E1+ und E1− sowie E2+ und E2−.
Beweis. Fu¨r k = 1, 2 und 0 < δ < 1 gilt:
(2.2) Ek− := Ek − δ sowie Ek+ := Ek + δ.
Mit Beobachtung 2.10 wissen wir: Die Begrenzungsfla¨chen der dreidimensionalen Gebiete
des Fensters V liegen allesamt genau auf den Ebenen des Typs E1 und E2. Wa¨hlt man
die Ebenen E1− und E1+ sowie E2− und E2+ als Schnittebenen, so tra¨gt man auch der
Tatsache Rechnung, dass oberhalb und unterhalb einer Begrenzungsfla¨che in V stets
unterschiedliche Gebiete liegen, vgl. die U¨berlegungen auf Seite 40. Folglich werden damit
auch wirklich alle Gebiete im Fenster V geschnitten.
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Bemerkung. Der Index k± macht fu¨r k = 1, 2 deutlich, welche Gebiete konkret gemeint
sind: Handelt es sich um die Gebiete direkt oberhalb der Ebene des Typs Ek, so sprechen
wir von den Gebieten der Ebene des Typs Ek+ , sind dagegen die Gebiete direkt unterhalb
der Ebene des Typs Ek gemeint, so nennen wir diese analog dazu Gebiete der Ebene des
Typs Ek− . In diesem Sinne ist auch die folgende Terminologie zu verstehen:
zF ∈ Ek+ meint, dass der Projektionspunkt zF eines Gitterpunktes z ∈ (E + I6) ⊂ R6
auch wirklich auf (bzw. oberhalb) der Ebene des Typs Ek liegt. Analog dazu meint
zF ∈ Ek− , dass der Projektionspunkt zF eines Gitterpunktes z ∈ (E + I6) ⊂ R6 unter-
halb der Ebene des Typs Ek liegt.
Nachdem wir nun gekla¨rt haben, dass es ausreichend ist, die beiden Ebenen des Typs
E1 und E2 als Schnittebenen von V zu wa¨hlen, ko¨nnen wir fragen: Wie sieht der Schnitt
dieser beiden Ebenentypen mit dem Fenster V tatsa¨chlich aus? Abbildung 2.6 zeigt
lediglich, dass die ermittelten 60 Ebenen des Typs E1 und E2 das Fenster V schneiden,
aber nicht wie.
Diese Frage nach dem Fensterschnitt der beiden Ebenentypen E1 und E2 kann wieder
mit Hilfe elementargeometrischer Konstruktionen beantwortet werden, siehe hierzu A.3.
Nach den bisherigen Ergebnissen ist klar, dass die Gestalt des Fensterschnitts fu¨r Ebenen
gleichen Typs stets die gleiche ist. Wir erhalten:
(a) Der Schnitt der Ebene des Typs E1 mit
dem Fenster V , genannt Fensterschnitt E1
(b) Der Schnitt der Ebene des Typs E2 mit
dem Fenster V , genannt Fensterschnitt E2
Abbildung 2.8.: Die Fensterschnitte E1 und E2
Auf Grundlage dieser Ergebnisse ko¨nnen im Folgenden nun die Teilgebiete V
′
±1, . . . , V
′
±6
ober- und unterhalb der Ebenen des Typs E1 und E2 konstruiert werden, und somit auch
die Gebietseinteilung auf den Ebenentypen E1+ und E1− sowie E2+ und E2− .
Schritt 2: Die (Teil-) Gebiete der Schnittebenen des Typs E1 und E2
Die Frage, der in diesem zweiten Abschnitt nachgegangen werden soll, lautet: Wo auf
den unterschiedlichen Ebenentypen E1+ und E1− sowie E2+ und E2− darf man den Pro-
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jektionspunkt zF eines Gitterpunktes z ∈ (E + I6) ⊂ R6 in welche Einheitsrichtung
±w1, . . . ,±w6 verschieben, ohne das Fenster V zu verlassen? Nach den bisherigen U¨ber-
legungen ist klar, dass es keine pauschale Antwort geben wird, sondern diese Frage
wieder ganz konkret fu¨r bestimmte Ebenen gelo¨st werden muss und alle anderen Fa¨lle
dann durch Analogiebetrachtungen folgen. Entsprechend dem bisherigen Vorgehen wer-
den die beiden Ebenen parallel zu der Fensterraute R(5,−6) gewa¨hlt, d. h. im Folgenden











Es gilt jedoch das Folgende zu bedenken: Eine Fallunterscheidung in die Ebenen des
Typs Ek− und Ek+ fu¨r k = 1, 2 ist nicht fu¨r alle Einheitsrichtungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6
notwendig, d. h. die Teilgebiete V
′
±1, . . . , V
′
±6 dieser vier Ebenentypen mu¨ssen nicht vo¨llig
getrennt voneinander ermittelt werden. Bezeichnet HK(±wi) die Ho¨henkomponente der
Einheitsrichtung ±wi fu¨r 1 ≤ i ≤ 6 und V den Rand des offenen Fensters V , dann gilt
fu¨r k = 1, 2:
Beobachtung 2.13. Eine Fallunterscheidung in die Ebenentypen Ek− und Ek+ ist nur
genau fu¨r die Teilgebiete V
′
±i notwendig, fu¨r die gilt:
(2.3)
(Ek + HK(±wi)) ∈ V .
Bemerkung. Die Ebene des Typs Ek− besitzt folglich alle Teilgebiete der Ebene des
Typs Ek+ . Daru¨ber hinaus existieren auf Ek− aber noch genau die Teilgebiete fu¨r die
Einheitsrichtungen, deren Ho¨henkomponente gerade Kriterium (2.3) erfu¨llen.





Betrachten wir dazu noch einmal Abbildung 2.7, erga¨nzt um die Ho¨henkomponenten
der einzelnen Einheitsvektoren bezu¨glich der Zeichenebene parallel zu Raute R(5,−6),
vgl. Abbildung 2.6.
Bemerkungen zu Abbildung 2.9:
• Die Einheitsrichtungen ±w1 und ±w4 liegen in der Zeichenebene parallel zu der










damit auf allen vier Ebenen.
• Die Verschiebung der Ebene E(5,−6)1 in Richtung +w5 und −w6 liegt auf dem Rand




) ∈ V sowie (E(5,−6)1 + HK(−w6)) ∈ V .
Daher schneidet nur die um +w5 bzw. −w6 verschobene Ebene E(5,−6)1− das offe-




−6 existieren allein auf dieser
Ebene. Fu¨r die Einheitsrichtungen ±w2 und ±w3 sowie −w5 und +w6 spielt die





keine Rolle, denn es schnei-
den stets beide verschobenen Ebenen das Fenster V und folglich existieren die
zugeho¨rigen Teilgebiete stets auch auf beiden Ebenen.
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Abbildung 2.9.: Die Ho¨henkomponenten der Einheitsvektoren ±w2 und ±w3 sowie ±w5 und
±w6, die Einheitsrichtungen ±w1 und ±w4 besitzen bezu¨glich der Zeichenebene parallel zu
Raute R(5,−6) keine Ho¨henkomponente.









+3 existieren folglich nur auf der Ebene E
(5,−6)
2− , fu¨r alle
u¨brigen Einheitsrichtungen ist eine Fallunterscheidung nicht notwendig: Entweder
es schneiden beide verschobenen Ebenen das Fenster V , wie im Fall der Einheits-
vektoren −w2 und −w3 sowie −w5 und +w6, und folglich existieren die zugeho¨ri-





, oder aber beide verschobenen Ebenen
schneiden das Fenster V nicht, wie im Fall der Einheitsrichtungen +w5 und −w6,




−6 auch auf beiden Ebenen nicht.
Gema¨ß dem Prinzip der Analogiebetrachtung gilt somit ganz allgemein fu¨r k = 1, 2:
Die Ebene des Typs Ek− beru¨cksichtigt im Unterschied zu der Ebene des Typs Ek+ , dass
das Fenster V offen ist. Folglich liegen auf den Ebenen des Typs Ek− zusa¨tzlich zu den
Teilgebieten, die auch Ek+ entha¨lt, noch die Teilgebiete der beiden Einheitsrichtungen,
die (2.3) erfu¨llen.
Bemerkung. Wir fu¨hren daher die folgende sprachliche Konvention ein: Sprechen wir
ganz allgemein fu¨r k = 1, 2 von einem Teilgebiet auf der Ebene des Typs Ek, so bedeutet
das, dass eben dieses Teilgebiet sowohl auf der Ebene Ek− als auch auf Ek+ existiert.
Schritt 2.1: Die (Teil-) Gebiete der Ebenen E(5,−6)1± und E
(5,−6)
2±
Um die Teilgebiete graphisch konstruieren zu ko¨nnen, greifen wir auf die U¨berlegun-
gen in A.3 zuru¨ck, wo versucht wird, die an sich dreidimensionalen Einheitsvektoren
±w1, . . . ,±w6 durch ihre Zerlegung in Lateral- und Ho¨henkomponente zweidimensional
greifbar zu machen.
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Die Sonderrolle der Einheitsrichtungen ±w1 und ±w4
Nach den U¨berlegungen im Beweis zu Beobachtung 2.13 existieren die Teilgebiete bezu¨glich
der Einheitsrichtungen ±w1 und ±w4 gema¨ß der soeben getroffenen sprachlichen Kon-




2 . Mit Hilfe von Beobachtung A.5 ko¨nnen die
gesuchten Teilgebiete sofort konstruiert werden:




2 besitzen die beiden Paa-
re ±w1 und ±w4 von Einheitsrichtungen keine Ho¨henkomponente. Die entsprechenden
Teilgebiete auf diesen Ebenen ko¨nnen somit ganz analog zu den Teilgebieten im Fall der
Beispielbetrachtungen im R2 graphisch konstruiert werden.




2 sind nach Konstruktion parallel zu der Fens-
terraute R(5,−6). Mit Beobachtung A.5 folgt somit, dass die Einheitsrichtungen ±w1
und ±w4 keine Ho¨henkomponente bezu¨glich dieser beiden Ebenen besitzen, und folg-
lich ko¨nnen die entsprechenden Teilgebiete gema¨ß den U¨berlegungen im R2 graphisch





±4 der Ebene E
(5,−6)
1 :
Exemplarisch soll im Folgenden die Konstruktion von V
′
+1 gezeigt werden.
Abbildung 2.10.: Das Teilgebiet V
′
+1 auf der Ebene E
(5,−6)
1 : Innerhalb des lila markierten
Bereichs darf man den Projektionspunkt zF eines Gitterpunktes z ∈ (E + I6) ⊂ R6 in Richtung
+w1 verschieben, ohne das Fenster V zu verlassen.
Konstruktion des Teilgebiets V
′
+1:
1. Ziehe vom Schnitt der Ebene E(5,−6)1 mit V , d. h. vom Fensterschnitt E1, den ganz
in der Zeichenebene liegenden Einheitsvektor +w1, in Abbildung 2.10 lila einge-
zeichnet, ab.
2. Bilde anschließend den Schnitt dieser Differenz mit dem Fensterschnitt E1 und








2. Das Fenster V
Fu¨hrt man diese Konstruktion fu¨r alle vier Einheitsrichtungen ±w1 und ±w4 durch,




±4 auf der Ebene E
(5,−6)
1 : Innerhalb des mit 1
markierten Gebiets darf man beispielsweise den Projektionspunkt zF eines Gitterpunk-
tes z ∈ (E + I6) ⊂ R6 in Richtung ±w1 und ±w4 verschieben, ohne das Fenster V zu
verlassen, innerhalb des mit 2 markierten Gebiets nur nach −w1 und ±w4.











±4 der Ebene E
(5,−6)
2 :




±4 auf der Ebene E
(5,−6)
2 geschieht ganz
analog zu der im Fall der Ebene E
(5,−6)
1 . Wir erhalten:




±4 auf der Ebene E
(5,−6)
2
Wie aber kann man im Fall der noch verbleibenden Einheitsvektoren ±w2 und ±w3
sowie ±w5 und ±w6 vorgehen? Diese Vektoren liegen allesamt gerade nicht mehr ganz





2 auch alle eine Ho¨henkomponente, vgl. Beobachtung A.7.
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Die Konstruktion der restlichen Teilgebiete
Mit k = 1+, 1−, 2+, 2− gilt fu¨r die Konstruktion der Teilgebiete der noch verbleibenden
Einheitsrichtungen wi ∈ {±w2,±w3,±w5,±w6} das folgende Konstruktionsprinzip:
Konstruktionsprinzip 2.15. Verschiebe die Ebene E
(5,−6)
k um die Ho¨henkomponente
der Einheitsrichtung wi und pru¨fe, ob diese verschobene Ebene das Fenster V schneidet,
oder nicht.





) 6∈ V , dann existiert auf der Ebene E(5,−6)k
das Teilgebiet fu¨r wi nicht.





) ∈ V , dann ziehe die Lateralkomponente von
wi von dem Fensterschnitt der um die Ho¨henkomponente von wi verschobenen Ebe-
ne E
(5,−6)
k ab und bilde sodann den Schnitt dieser Differenz mit dem Fensterschnitt
Ek. Auf diese Weise erha¨lt man das gesuchte Teilgebiet fu¨r wi.
Wie dieser auf den ersten Blick etwas kompliziert erscheinende Gedanke zu verstehen ist,
la¨sst sich am Besten anhand des konkreten Vorgehens veranschaulichen. Beachte jedoch:
Die Vorgehensweise im Fall der Einheitsrichtungen ±w1 und ±w4 kann ebenfalls mittels
Konstruktionsprinzip 2.15 beschrieben werden.19 Wir haben damit eine allgemein gu¨ltige
Beschreibung gefunden, wie die Teilgebiete V
′
±1, . . . , V
′
±6 im Fall des dreidimensionalen
Penrose-Musters graphisch konstruiert werden ko¨nnen!






Will man die noch fehlenden Teilgebiete dieser Ebenen gema¨ß dem gerade formulierten
Konstruktionsprinzip 2.15 ermitteln, muss vorab gekla¨rt werden:
1. Wo liegen die Verschiebungen der Ebene E
(5,−6)
1 um die Ho¨henkomponenten der
Einheitsvektoren ±w2 und ±w3 sowie ±w5 und ±w6?
2. Welche dieser verschobenen Ebenen schneiden das Fenster V auch tatsa¨chlich?






Sa¨mtliche Fragen wurden bereits im Beweis zu Beobachtung 2.13 beantwortet: Eine Fall-




−6 notwendig, die u¨brigen
Teilgebiete existieren fu¨r die Ebene E
(5,−6)
1 ganz allgemein, d. h. sowohl auf der Ebene
E
(5,−6)




Wir vervollsta¨ndigen mit diesen Ergebnissen Abbildung 2.9 und geben den einzelnen
Ebenen eine Bezeichnung, siehe Abbildung 2.13.
19In diesen Fa¨llen ist die Ho¨henkomponente gleich 0, und somit ist fu¨r k = 1, 2 die um die Ho¨henkom-
ponente von ±w1 bzw. ±w4 verschobene Ebene E(5,−6)k die Ebene E(5,−6)k selbst.
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Abbildung 2.13.: Diese Ebenen werden zur Konstruktion der Teilgebiete auf E
(5,−6)
1 beno¨tigt.
Die Verschiebung der Ebene E
(5,−6)
1 um
• die Ho¨henkomponente von +w5 und −w6 bezeichnen wir mit A(5,−6).
• die Ho¨henkomponente von +w2 und +w3 bezeichnen wir mit B(5,−6).
• die Ho¨henkomponente von −w2 und −w3 bezeichnen wir mit C(5,−6).
• die Ho¨henkomponente von −w5 und +w6 bezeichnen wir mit D(5,−6).
Bemerkung. Mit Bezug auf die Bemerkung auf Seite 40 ko¨nnen alle diese Ebenen wie-
der gema¨ß ihrem Abstand zu der Fensterraute R(5,−6) in verschiedene Typen von Ebenen
klassifiziert werden: Die Ebene A(5,−6) ist eine Ebene des Typs A, die Ebene B(5,−6) ist
eine Ebene des Typs B, usw. Der Index (5,−6) macht also auch hier wieder deutlich, in
Bezug auf welche Fensterraute R die Ebene eines bestimmten Typs betrachtet wird.






ren, sind nun alle Voraussetzungen gegeben, um Konstruktionsprinzip 2.15 auszufu¨hren.




Entsprechend den soeben angestellten Voru¨berlegungen sind in diesem Fall noch die
Teilgebiete der folgenden Einheitsrichtungen zu konstruieren: ±w2 und ±w3 sowie −w5
und +w6. Abbildung 2.13 zeigt die zur Konstruktion notwendigen Fensterschnitte: Es
werden die Schnitte der Ebenen B(5,−6) und C(5,−6) sowie D(5,−6) mit dem Fenster V
beno¨tigt, d. h. die Fensterschnitte B und C sowie D, und deren Konstruktion ist vo¨llig
analog zu der des Fensterschnitts E1, vgl. A.3.
Im Folgenden soll exemplarisch Teilgebiet V
′
+3 gema¨ß der Konstruktionsbeschreibung
2.15 ermittelt werden.
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Konstruktion des Teilgebiets V
′
+3:
1. Abbildung 2.13 zeigt: Die Verschiebung der Ebene E(5,−6)1 um die Ho¨henkompo-
nente von +w3 ergibt die Ebene B
(5,−6).
2. Ziehe vom Schnitt der Ebene B(5,−6) mit dem Fenster V , d. h. vom Fensterschnitt
B, die Lateralkomponente von +w3 ab, braun eingezeichnet, vgl. A.3.
3. Bilde anschließend den Schnitt dieser Differenz mit dem Fensterschnitt E1 und




(B − LK(+w3)) ∩ E1
)
.
Abbildung 2.14.: Das Teilgebiet V
′
+3 auf der Ebene E
(5,−6)
1 : Innerhalb des braun markierten
Bereichs darf man den Projektionspunkt zF eines Gitterpunktes z ∈ (E + I6) ⊂ R6 in Richtung
+w3 verschieben, ohne das Fenster V zu verlassen.
Die Konstruktion der u¨brigen Teilgebiete gestaltet sich vo¨llig analog zu diesem Vorgehen.
Wir erhalten:
Abbildung 2.15.: Das Teilgebiet V
′
+2 auf der Ebene E
(5,−6)
1 : Innerhalb des hellblau markierten
Bereichs darf man den Projektionspunkt zF eines Gitterpunktes z ∈ (E + I6) ⊂ R6 in Richtung
+w2 verschieben, ohne das Fenster V zu verlassen.
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+6 auf der Ebene E
(5,−6)
1
Bemerkungen zu Abbildung 2.16:
• Innerhalb des hellgelb markierten Bereichs darf man den Projektionspunkt zF in
Richtung −w2 verschieben, ohne das Fenster V zu verlassen.
• Innerhalb des blau markierten Bereichs darf man den Projektionspunkt zF in Rich-
tung −w3 verschieben, ohne das Fenster V zu verlassen.
• Innerhalb des grau markierten Bereichs darf man den Projektionspunkt zF in Rich-
tung −w5 verschieben, ohne das Fenster V zu verlassen.
• Innerhalb des rosa markierten Bereichs darf man den Projektionspunkt zF in Rich-
tung +w6 verschieben, ohne das Fenster V zu verlassen.
Analog zu den Beispielbetrachtungen im R2 ergibt der Schnitt all dieser in den Abbil-

















in disjunkte Gebiete, vgl. hierzu die Beobachtungen 2.4 und 2.5.
Bemerkungen zu Abbildung 2.17:
• Die Zahl innerhalb der einzelnen Gebiete gibt Auskunft u¨ber die jeweils erlaubte
Anzahl von Einheitsrichtungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6, in die der Projektionspunkt zF
eines Gitterpunktes z ∈ (E + I6) ⊂ R6 verschoben werden darf, ohne das Fenster
V zu verlassen.
• Der zusa¨tzliche Index jeder Zahl dient zur Unterscheidung der Gebiete, die zwar
die gleiche Anzahl von Verschiebungen erlauben, jedoch in einer jeweils anderen
Kombination von Einheitsrichtungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6.
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Abbildung 2.17.: Der Schnitt aller auf der Ebene E
(5,−6)
1+
existierenden Teilgebiete. Die Far-
ben entsprechen dabei den in den jeweiligen Konstruktionsbildern verwendeten Farben.
Tabelle 2.1 nennt fu¨r den Projektionspunkt zF die in den einzelnen Gebieten jeweils
konkret erlaubten Verschiebungen von Einheitsvektoren ±w1, . . . ,±w6.
Mit A¨quivalenz-Kriterium 2.1 erha¨lt man schließlich wieder verschiedene Konstellationen
von Nachbarpunkten eines Gitterpunktes z ∈ (E + I6) ⊂ R6 und damit die Eckentypen
im Fall des dreidimensionalen Penrose-Musters: Fu¨r zF ∈ E(5,−6)1+ kann der entsprechen-
de Gitterpunkt z ∈ (E + I6) ⊂ R6 zwischen vier und zehn Nachbarpunkte z ± ei mit
1 ≤ i ≤ 6 besitzen, welche ebenfalls innerhalb des Streifens (E + I6) ⊂ R6 liegen und
folglich auf E projiziert werden. Wie bei den Beispielbetrachtungen im R2 sollen aber
auch in diesem Fall Kongruenzen nicht unterschieden werden. Wir mu¨ssen daher fra-
gen: Welche der in Abbildung 2.17 aufgefu¨hrten Gebiete mit der gleichen Anzahl von
mo¨glichen Verschiebungen von Einheitsrichtungen ±w1, . . . ,±w6 fu¨hren auch wirklich
zu nicht-kongruenten Konstellationen von erlaubten Nachbarpunkten?
51
2. Das Fenster V
Gebiet Einheitsrichtungen Gebiet Einheitsrichtungen
41 −w1,−w3,−w4,+w6 61 −w1,−w2,−w3,−w4,−w5,+w6
42 −w1,+w2,−w3,+w6 62 −w1,+w2,−w3,−w4,−w5,+w6
43 −w1,+w2,−w3,+w4 63 −w1,+w2,−w3,+w4,−w5,+w6
44 +w2,−w3,+w4,−w5 64 +w1,+w2,−w3,+w4,−w5,+w6
45 +w1,−w3,+w4,−w5 65 +w1,−w2,−w3,+w4,−w5,+w6
46 +w1,−w2,+w4,−w5 66 +w1,−w2,+w3,+w4,−w5,+w6
47 +w1,−w2,+w3,−w5 67 +w1,−w2,+w3,−w4,−w5,+w6
48 +w1,−w2,+w3,−w4 68 −w1,−w2,+w3,−w4,−w5,+w6
49 −w2,+w3,−w4,+w6 71 −w1,−w2,±w3,−w4,−w5,+w6
410 −w1,−w2,−w4,+w6 72 −w1,±w2,−w3,−w4,−w5,+w6
51 −w1,−w2,−w3,−w4,+w6 73 −w1,+w2,−w3,±w4,−w5,+w6
52 −w1,+w2,−w3,−w4,+w6 74 −w1,±w2,−w3,+w4,−w5,+w6
53 −w1,+w2,−w3,−w5,+w6 75 ±w1,+w2,−w3,+w4,−w5,+w6
54 −w1,+w2,−w3,+w4,+w6 76 +w1,±w2,−w3,+w4,−w5,+w6
55 −w1,+w2,−w3,+w4,−w5 77 +w1,−w2,±w3,+w4,−w5,+w6
56 +w2,−w3,+w4,−w5,+w6 78 +w1,−w2,+w3,±w4,−w5,+w6
57 +w1,+w2,−w3,+w4,−w5 79 +w1,−w2,±w3,−w4,−w5,+w6
58 +w1,−w2,−w3,+w4,−w5 710 ±w1,−w2,+w3,−w4,−w5,+w6
59 +w1,−w2,+w3,+w4,−w5 81 ±w1,−w2,±w3,−w4,−w5,+w6
510 +w1,−w2,+w3,−w5,+w6 82 −w1,±w2,−w3,±w4,−w5,+w6
511 +w1,−w2,+w3,−w4,−w5 83 ±w1,±w2,−w3,+w4,−w5,+w6
512 +w1,−w2,+w3,−w4,+w6 84 +w1,−w2,±w3,±w4,−w5,+w6
513 −w2,+w3,−w4,−w5,+w6 91 ±w1,−w2,±w3,±w4,−w5,+w6
514 −w1,−w2,+w3,−w4,+w6 92 ±w1,±w2,−w3,±w4,−w5,+w6
10 ±w1,±w2,±w3,±w4,−w5,+w6
Tabelle 2.1.: Die auf der Ebene E
(5,−6)
1+
in den einzelnen Gebieten erlaubten Einheits-
richtungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6
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Beobachtung 2.16. Auf E
(5,−6)
1+
existiert fu¨r die Anzahlen 4,5,7,8,9,10 von mo¨glichen
Verschiebungen von Einheitsvektoren ±wi eines Projektionspunktes zF mit 1 ≤ i ≤ 6
jeweils nur eine nicht-kongruente Konstellation von erlaubten Nachbarpunkten. Damit
gibt es auf E
(5,−6)
1+













z ∈ Z6 ⊂ R6 heißt Ecke des Typs ωj ⇐⇒ zF ∈ Ω′j mit j = 4, 5, 7, 8, 9, 10.
Beweis. Statt im nicht-anschaulichen Ausgangsraum W ∼= R6 ko¨nnen wir wegen den
Kriterien 2.1 und 2.2 alternativ auch im Hilfsraum F ∼= R3 bzw. im Projektionsraum
E ∼= R3 arbeiten. Die U¨berpru¨fung auf Kongruenzen ist damit anschaulich lo¨sbar und
muss fu¨r jedes der in Tabelle 2.1 aufgefu¨hrten Gebiete im Einzelnen geschehen. Zum
Gebiet des Typs Ω
′
j za¨hlen dabei genau die Gebiete in Abbildung 2.17, deren Anzahl
von erlaubten Verschiebungen von Einheitsrichtungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6 gleich j ist.
Anders dagegen gestaltet sich die Situation, wenn man den Projektionspunkt zF eines
Gitterpunktes z ∈ (E + I6) ⊂ R6 auf der Ebene E(5,−6)1+ in genau sechs weitere Einheits-
richtungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6 verschieben darf, ohne das Fenster V zu verlassen.
Beobachtung 2.17. Auf E
(5,−6)
1+
existieren fu¨r zF zwei nicht-kongruente Konstellationen
von jeweils sechs Nachbarpunkten. Folglich gibt es in diesem Fall zwei verschiedene Typen
des Gebiets Ω
′




6b bezeichnet werden sollen:
z ∈ Z6 ⊂ R6 heißt Ecke des Typs ωj ⇐⇒ zF ∈ Ω′j mit j = 6a, 6b.
Beweis. Analog zum Beweis zu Beobachtung 2.16 mu¨ssen die einzelnen Gebiete in Abbil-
dung 2.17, die die Verschiebung des Projektionspunktes zF in sechs Einheitsrichtungen
±wi mit 1 ≤ i ≤ 6 erlauben, auf Kongruenzen u¨berpru¨ft werden. Dabei erha¨lt man: Die
Gebiete 61 und 63 sowie 65 und 67 besitzen eine andere nicht-kongruente Konstellation
von jeweils sechs erlaubten Nachbarpunkten als die Gebiete 62 und 64 sowie 66 und 68,





Abbildung 2.18.: Links eine Ecke des Typs ω6a und rechts eine Ecke des Typs ω6b im Hilfs-
raum F . Genauer: Bei der linken Ecke liegt der Projektionspunkt zF in Abbildung 2.17 in dem
mit 61, bei der rechten Ecke in dem mit 62 markierten Gebiet.
Fasst man all diese Ergebnisse zusammen, so erha¨lt man die Einteilung der Ebene E
(5,−6)
1+
in die verschiedenen Gebiete Ω
′
j mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, vgl. Abbildung 2.19. Ge-
biete gleichen Typs sind dabei in der gleichen Farbe markiert, siehe Tabelle 2.2.
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Abbildung 2.19.: Die Gebietseinteilung der Ebene E
(5,−6)
1+
: Gebiete gleichen Typs sind in der
gleichen Farbe markiert, siehe Tabelle 2.2.
Gebiet Farbe Gebiet Farbe Gebiet Farbe
Ω4 Rosa Ω5 Gelb Ω6a Blau
Ω6b Braun Ω7 Grau Ω8 Rot
Ω9 Gru¨n Ω10 Lila Ω12 Orange
Tabelle 2.2.: U¨bersicht u¨ber die Farben zur Kennzeichnung der unterschiedlichen Gebiete
Die (Teil-) Gebiete der Ebene E
(5,−6)
1− :
Zusa¨tzlich zu den Teilgebieten der Ebene E
(5,−6)
1+





−6, vgl. Beobachtung 2.13 sowie die U¨berlegungen auf Seite 47. Um diese
Teilgebiete mit Hilfe des Konstruktionsprinzips 2.15 zu ermitteln, beno¨tigen wir nach
Abbildung 2.13 den Schnitt der Ebene A(5,−6) mit dem Fenster V , genauer gesagt den
Schnitt der Ebene A(5,−6) mit dem Rand von V . Weil das Fenster die Gestalt eines
Rhombentriakontaeders besitzt, ist jedoch sofort klar, wie der gesuchte Fensterschnitt
A aussehen muss: Er hat die Gestalt der Fensterraute R. Mit diesem Wissen lassen sich




Bemerkungen zu Abbildung 2.20:
• Innerhalb des gru¨n markierten Bereichs darf man den Projektionspunkt zF in
Richtung +w5 verschieben, ohne das Fenster V zu verlassen.
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−6 auf der Ebene E
(5,−6)
1−
• Innerhalb des gelb markierten Bereichs darf man den Projektionspunkt zF in Rich-
tung −w6 verschieben, ohne das Fenster V zu verlassen.
Um die Gebietseinteilung auf der Ebene E
(5,−6)
1− zu bestimmen, mu¨ssen wir wieder den
Schnitt aller auf dieser Ebene existierenden Teilgebiete ermitteln, und folglich Abbildung




−6 erga¨nzen, siehe Abbildung 2.21.
Bemerkungen zu Abbildung 2.21:
• Ein Vergleich mit Abbildung 2.17 zeigt: Es haben sich nicht alle Gebiete gea¨ndert.




lediglich die rot markierten Gebiete sind neu. Innerhalb dieser roten Gebiete sind
im Unterschied zum Fall der Ebene E
(5,−6)
1+
fu¨r den Projektionspunkt zF noch
eine bzw. zwei zusa¨tzliche Verschiebungen von Einheitsvektoren erlaubt, na¨mlich
gerade die um die Einheitsvektoren +w5 bzw. −w6.
• Beispielsweise unterscheidet sich das Gebiet 69 in Abbildung 2.21 von dem Gebiet
51 in Abbildung 2.17 gerade darin, dass in diesem Fall neben den Verschiebungen
in Richtung −w1 und −w2 sowie −w3 und −w4 sowie +w6 auch die Verschiebung
von zF in Richtung +w5 zugelassen ist, ohne das Fenster V zu verlassen.
• Im Unterschied zur Ebene E(5,−6)1+ existiert auf E(5,−6)1− auch ein mit 12 markiertes
Gebiet, d. h. ein Gebiet, innerhalb dessen man den Projektionspunkt zF eines Git-
terpunktes z ∈ (E + I6) ⊂ R6 in alle mo¨glichen 12 Einheitsrichtungen ±wi mit
1 ≤ i ≤ 6 verschieben darf, ohne das Fenster V zu verlassen. In Abbildung 2.17
waren in dem gleichen Gebiet dagegen die Verschiebungen in Richtung +w5 und
−w6 nicht erlaubt.20
20Genauer: Das Gebiet Ω
′
12 auf der Ebene E
(5,−6)
1− hat die Gestalt einer um den Faktor ϕ
2 verkleinerten
Fensterraute. Wir sehen in Abbildung 2.21 also gerade eine der 30 Begrenzungsfla¨chen des Kerns von
V , vgl. Beobachtung 2.6.
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Abbildung 2.21.: Der Schnitt aller auf der Ebene E
(5,−6)
1− existierenden Teilgebiete. Schwarz





Abbildung 2.20. In den u¨brigen Fa¨llen entsprechen die Farben wieder den in den jeweiligen
Konstruktionsbildern verwendeten Farben.
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Tabelle 2.3 gibt Auskunft u¨ber die in den rot markierten Gebieten jeweils erlaubten
Verschiebungen des Projektionspunktes zF in die Einheitsvektoren ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6:
Gebiet Einheitsrichtungen Gebiet Einheitsrichtungen
69 −w1,−w2,−w3,−w4,+w5,+w6 93 ±w1,−w2,±w3,−w4,±w5,+w6
610 +w1,−w2,−w3,+w4,−w5,−w6 94 −w1,±w2,−w3,±w4,±w5,+w6
711 −w1,−w2,−w3,−w4,±w5,+w6 95 +w1,−w2,±w3,±w4,−w5,±w6
712 +w1,−w2,−w3,+w4,−w5,±w6 96 ±w1,±w2,−w3,+w4,−w5,±w6
85 −w1,−w2,±w3,−w4,±w5,+w6 101 ±w1,−w2,±w3,±w4,±w5,+w6
86 −w1,±w2,−w3,−w4,±w5,+w6 102 ±w1,±w2,−w3,±w4,±w5,+w6
87 +w1,±w2,−w3,+w4,−w5,±w6 103 ±w1,±w2,−w3,±w4,−w5,±w6
88 +w1,−w2,±w3,+w4,−w5,±w6 104 ±w1,−w2,±w3,±w4,−w5,±w6
Tabelle 2.3.: Die auf der Ebene E
(5,−6)
1− in den rot markierten Gebieten erlaubten Einheits-
richtungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6
Die Frage, die sich damit stellt, lautet: Sind die Konstellationen von erlaubten Nach-
barpunkten ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6 des Projektionspunktes zF , die im Fall der Ebene
E
(5,−6)
1− neu hinzukommen, d. h. die Konstellationen von erlaubten Nachbarpunkten der
rot gekennzeichneten Gebiete in Abbildung 2.21, kongruent zu den bereits bekannten
Konstellationen von erlaubten Nachbarpunkten der schwarz markierten Gebiete?
Abbildung 2.22.: Die Gebietseinteilung der Ebene E
(5,−6)
1− : Gebiete gleichen Typs sind in der
gleichen Farbe markiert, siehe Tabelle 2.2.
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1− noch zusa¨tzlich das Gebiet Ω
′
12 und somit der
Eckentyp ω12.
Beweis. Analog zum Beweis zu Beobachtung 2.16 mu¨ssen auch hier die neu hinzukom-
menden Konstellationen von erlaubten Nachbarpunkten ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6 des Pro-
jektionspunktes zF der rot markierten Gebiete im Einzelnen auf Kongruenzen mit den





Der Fall, dass der Projektionspunkt zF tatsa¨chlich in alle 12 mo¨glichen Einheitsrichtun-
gen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6 verschoben werden darf, ohne das Fenster V zu verlassen, ist zwar
bereits aus den U¨berlegungen in 2.2.1 bekannt, jedoch existiert ein solches Gebiet Ω
′
12
auf der Ebene E
(5,−6)
1+
nicht und somit kommt der Eckentyp ω12 auf E
(5,−6)
1− neu hinzu.
Insgesamt erhalten wir damit die in Abbildung 2.22 dargestellte Situation.






Um auch hier Konstruktionsprinzip 2.15 anwenden zu ko¨nnen, muss analog zum Vor-
gehen bezu¨glich der Ebene E
(5,−6)
1 zuna¨chst gekla¨rt werden, wo die Verschiebungen der
Ebene E
(5,−6)
2 in Richtung der Ho¨henkomponenten von ±w2 und ±w3 sowie ±w5 und
±w6 liegen, welche dieser verschobenen Ebenen das Fenster V tatsa¨chlich schneiden und






Wie im Fall der Ebene E
(5,−6)
1 sind auch diese Fragen bereits im Beweis zu Beobachtung
2.13 beantwortet worden. Wir vervollsta¨ndigen Abbildung 2.9 und fassen die bisherigen
Ergebnisse zusammen:
Abbildung 2.23.: Diese Ebenen werden zur Konstruktion der Teilgebiete auf E
(5,−6)
2 beno¨tigt.
Die Verschiebung der Ebene E
(5,−6)
2 um
• die Ho¨henkomponente von +w5 und −w6 schneidet das Fenster V offensichtlich
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• die Ho¨henkomponente von +w2 und +w3 ergibt die Ebene A(5,−6), welche bereits




+3 existieren folglich nur
auf der Ebene E
(5,−6)




• die Ho¨henkomponente von −w5 und +w6 ergibt die Ebene C(5,−6), welche ebenfalls
aus Abbildung 2.13 bekannt ist.
• die Ho¨henkomponente von−w2 und−w3 ergibt die EbeneD(5,−6). Zur Bezeichnung
dieser Ebene mit D statt mit einem bisher nicht verwendeten neuen Buchstaben
siehe untenstehende Hilfsbeobachtung.
Hilfsbeobachtung 1. Die Ebene D
(5,−6)
ist identisch mit der Ebene D(−5,6).
Beweis. Die Fensterrauten R(5,−6) und R(−5,6) werden von zueinander antipodalen Eck-
punkten gebildet und liegen einander somit im Fenster V gerade gegenu¨ber. Folglich sind
alle Ebenen parallel zu Raute R(5,−6) auch parallel zu R(−5,6). Dass nun die Verschiebung
der Ebene E
(5,−6)
2 in Richtung der Ho¨henkomponente von −w2 und −w3 gerade identisch
ist mit der Verschiebung der Ebene E
(−5,6)
1 in Richtung der Ho¨henkomponenten von +w5
und −w6, welche wir mit D(−5,6) bezeichnen, kann wiederum graphisch gezeigt werden:
Abbildung 2.24.: Die Ebene D
(5,−6)
ist identisch mit der Ebene D(−5,6).
Bemerkung. Diese U¨berlegung gilt natu¨rlich ganz allgemein fu¨r jede der 30 Fenster-
rauten R(±m,±n) mit m,n ∈ {1, . . . , 6} und m < n sowie fu¨r alle bereits bekannten
Ebenentypen. Lernen wir in den folgenden Konstruktionen jeweils eine neue Ebene ken-
nen, so mu¨ssen wir demnach immer erst u¨berpru¨fen, ob wir diese Ebene nicht bereits
durch die zu der betrachteten Fensterraute gegenu¨berliegende Raute implizit kennen,
bevor wir einen neuen Namen vergeben!






welche Fensterschnitte zur Konstruktion gema¨ß Konstruktionsprinzip 2.15 notwendig
sind: Dies sind die Fensterschnitte A und C sowie der Fensterschnitt D.
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Konstruktion gema¨ß Konstruktionsprinzip 2.15 verla¨uft vo¨llig analog zu der Konstruk-





1− und soll an dieser Stelle nicht gezeigt werden.




in disjunkte Gebiete. U¨berpru¨ft man die dabei entstandenen Konstellationen von
Abbildung 2.25.: Die Gebietseinteilung der Ebene E
(5,−6)
2+ : Gebiete gleichen Typs sind in der
gleichen Farbe markiert, siehe Tabelle 2.2.
erlaubten Nachbarpunkten ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6 eines Projektionspunktes zF auf Kongru-
enzen mit den schon bekannten Eckentypen aus den Beobachtungen 2.16 und 2.17 sowie
2.18, so erha¨lt man die in Abbildung 2.25 dargestellte Situation. Die Farben der dort
markierten Gebiete stimmen mit den in Abbildung 2.19 und 2.22 eingezeichneten Gebie-





u¨berein, siehe auch Tabelle 2.2, was bedeutet, dass
E
(5,−6)
2+ keine neuen Eckentypen liefert! Welche Einheitsrichtungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6
jeweils ganz konkret in den einzelnen Gebieten erlaubt sind, findet sich in A.13.
Die (Teil-) Gebiete der Ebene E
(5,−6)
2− :
Zusa¨tzlich zu den Teilgebieten der Ebene E
(5,−6)
2+










1− a¨ndert sich somit
auf E
(5,−6)
2− wieder ein Teil der Gebiete der Ebene E
(5,−6)
2+
: In diesen Gebieten darf der
Projektionspunkt zF eines Gitterpunktes z ∈ (E + I6) ⊂ R6 noch zusa¨tzlich in die Ein-
heitsrichtungen +w2 bzw. +w3 verschoben werden.
Nach der erneuten U¨berpru¨fung auf Kongruenzen mit den schon bekannten Eckenty-
pen aus den Beobachtungen 2.16 und 2.17 sowie 2.18 ergibt sich die in Abbildung 2.26
gezeigte Situation. Die in den einzelnen Gebieten jeweils konkret erlaubten Einheitsrich-
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Abbildung 2.26.: Die Gebietseinteilung der Ebene E
(5,−6)
2− : Benachbarte gelbe bzw. graue
Gebiete unterscheiden sich darin, welche der Einheitsrichtungen ±w1, . . . ,±w6 jeweils den Eck-
entyp realisieren. Gebiete gleichen Typs sind in der gleichen Farbe markiert, siehe Tabelle 2.2.
tungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6 finden sich in A.14. Hinsichtlich der Frage nach neuen, bisher
noch unbekannten Eckentypen liefert damit auch die Gebietseinteilung der Ebene E
(5,−6)
2−
keine neuen Ergebnisse. Wir halten fest:












1− , daher existieren auf diesen Ebenen auch keine zusa¨tzlichen Eckentypen.
Schritt 2.2: U¨bertragung auf die restlichen Ebenen des Typs E1 und E2
Wie bereits erwa¨hnt, ko¨nnen wir die bisher gewonnen Ergebnisse nun durch das in A.3
eingefu¨hrte Analogieprinzip A.6 auf alle anderen Ebenen des Typs E1 und E2 u¨bertragen.
Dabei ist die folgende Beobachtung wichtig:
Beobachtung 2.20. Die Gebietstypen Ω
′
4, . . . ,Ω
′
12 a¨ndern sich durch Analogiebetrach-
tungen nicht.
Beweis. Dies liegt an der Definition der Gebiete: Kongruente Konstellationen von Nach-
barecken werden nicht unterschieden, und damit a¨ndern sich auch die Gebietstypen durch
Analogiebetrachtungen nicht.
Bemerkung. Gebiete des gleichen Typs unterscheiden sich darin, welche der Einheits-
richtungen ±w1, . . . ,±w6 die konkrete Ecke jeweils verwirklichen, die Gestalt der Ecke
an sich ist jedoch – bis auf Kongruenzen – stets die gleiche! Abbildung 2.19 zeigt somit
ganz allgemein die Gebietseinteilung der Ebene des Typs E1+ , Abbildung 2.22 die Ge-
bietseinteilung der Ebene des Typs E1− , Abbildung 2.25 die Gebietseinteilung der Ebene
des Typs E2+ und Abbildung 2.26 die Gebietseinteilung der Ebene des Typs E2− !
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Bevor wir anhand dieser Ergebnisse Ru¨ckschlu¨sse auf die dreidimensionalen Gebiete
im Fenster V ziehen, soll an einem konkreten Beispiel noch das angesprochene Prinzip
der Analogiebetrachtung A.6 verdeutlicht werden. Wir wollen dazu kla¨ren: Wie lassen
sich mittels der bisherigen Ergebnisse die jeweils erlaubten Einheitsrichtungen ±wi mit
1 ≤ i ≤ 6 fu¨r die Gebiete auf der Ebene E(−2,3)1+ ermitteln?
In diesem Fall entspricht Raute R(−2,3) nun der Raute R(5,−6) und damit u¨bernimmt
beispielsweise die Einheitsrichtung −w6 fu¨r R(−2,3) die Rolle der Einheitsrichtung +w1
im Fall von R(5,−6). Insgesamt ergeben sich fu¨r die Einheitsrichtungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6
die in Tabelle 2.4 genannten Analogien.







Tabelle 2.4.: Diese Analogien ergeben sich zwischen Raute R(5,−6) und Raute R(−2,3).
Damit erhalten wir fu¨r einige exemplarisch ausgewa¨hlte Gebiete auf der Ebene E
(−2,3)
1+
die folgende Situation, siehe die Abbildungen 2.17 und 2.19 sowie Tabelle 2.1.
(a) Gebietseinteilung auf E
(5,−6)
1+
(b) Gebietseinteilung auf E
(−2,3)
1+







einzelnen Gebieten stehen jeweils die Einheitsrichtungen, in die der Projektionspunkt zF eines
Gitterpunktes z ∈ (E + I6) ⊂ R6 auf der entsprechenden Ebene verschoben werden darf, ohne
das Fenster V zu verlassen.
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Schritt 3: Ru¨ckschlu¨sse auf die Gebiete im Fenster V
Mit Hilfe all dieser Ergebnisse ist es nun mo¨glich, Ru¨ckschlu¨sse auf die dreidimensionalen
Gebiete im Fenster V zu ziehen, vgl. Beobachtung 2.9.
Beobachtung 2.21. Im Fenster V existieren insgesamt neun verschiedene Gebietsty-
pen Ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12. Im Fall des dreidimensionalen Penrose-Musters
gibt es somit neun verschiedene nicht-kongruente Konstellationen von erlaubten Nach-
barpunkten eines Gitterpunktes z ∈ (E + I6) ⊂ R6, genannt Eckentypen:
z ∈ Z6 ⊂ R6 heißt Ecke des Typs ωj ⇐⇒ zF ∈ Ωj, wobei j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12.
Bemerkung. Wie schon im Fall der Beispielbetrachtungen im R2 soll fu¨r die Projekti-
onspunkte zF im Hilfsraum F und zE im Projektionsraum E wieder gelten:
zE ⊂ E und zF ⊂ F heißen Ecke des Typs ωj ⇔ zF ∈ Ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12.
Gerade hier ist diese Konvention unverzichtbar, denn im Folgenden werden wir stets im
Hilfsraum F ∼= R3 oder im Projektionsraum E ∼= R3, nicht aber im unanschaulichen
Ausgangsraum W ∼= R6 arbeiten.
Da die Projektionen der Einheitsvektoren ±ei mit 1 ≤ i ≤ 6 des Ausgangsraums W auf
E und F nach den Beobachtungen 1.5 und 1.10 wieder Ikosaederecken sind, lassen sich
die unterschiedlichen Eckentypen im Fall des dreidimensionalen Penrose-Musters leicht
anhand des Ikosaeders veranschaulichen. Abschließend soll daher noch eine U¨bersicht
u¨ber die Gestalt der Eckentypen ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12 im Projektionsraum
E gegeben werden, indem wir mit Hilfe der folgenden Zeichnung exemplarisch jeden
Eckentyp einmal aufzeigen, siehe Tabelle 2.5.
Abbildung 2.28.: Ikosaeder mit den Ecken A bis L
63




ω6a A,B,C,E, F, I
ω6b A,B,C,E,K, I
ω7 A,B,C,E, F,K, I
ω8 A,B,C,E, F,G,K, I
ω9 A,B,C,E, F,G, J,K, I
ω10 A,B,C,E, F,G,H, J,K, I
ω12 alle Ikosaederecken
Tabelle 2.5.: Die Koordinaten der einzelnen Eckentypen in Bezug auf Abbildung 2.28
2.2.3. U¨berlegungen zur Anordnung der Pflastersteine
Die Ermittlung der Gebiete im Fenster V ist ein wichtiger Schritt im Hinblick auf die
Frage nach der Unterteilung des flachen und des langen Pflastersteins des dreidimensio-
nalen Penrose-Musters: Wir haben nun alle no¨tigen Hilfsmittel zusammen, um uns im
folgenden Kapitel ganz dieser Frage zu widmen. Zuvor soll jedoch noch gekla¨rt werden,
inwieweit ein bestimmter Eckentyp ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12 eine gewisse An-
ordnung von langen und flachen Pflastersteinen im Projektionsraum E erzwingt. Dies ist
wichtig, denn im Allgemeinen lassen sich allein auf Grund der Kenntnis des Eckentyps
ωj folgende Fragen nicht zwingend eindeutig beantworten:
1. Welche Pflastersteine liegen an der Ecke ωj an?
2. Wie liegen die Pflastersteine an der Ecke ωj an?
Was ist damit gemeint? Betrachten wir dazu exemplarisch im Projektionsraum E eine
Ecke des Typs ω6a, realisiert von den Einheitsvektoren +v1 und +v2 sowie +v3 und
+v4 sowie +v5 und −v6. Der gewa¨hlte Eckentyp hat in E die Gestalt einer Blume:21
Abbildung 2.29.: Ecke des Typs ω6a im Projektionsraum E
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Die Ikosaederecken v1, . . . , v5 bilden in diesem Fall die Blu¨tenbl a¨tter und die Ikosaeder-
ecke −v6 den Stiel dieser Blume, siehe Abbildung 2.29. Wir wollen uns fragen: Welche
Pflastersteine liegen zwischen den Blu¨tenbla¨ttern an? Greifen wir fu¨r die Ikosaederecken
v1, . . . , v6, wie schon auf Seite 12, auf eine schematische Darstellung zuru¨ck, d. h. blicken
wir gewissermaßen von oben auf die gewa¨hlte Eckenkonstellation und kennzeichnen die
tatsa¨chlich existierenden Ikosaederecken farbig, so ergibt sich die folgende Situation:
Abbildung 2.30.: Die Ikosaederecken +v1 bis +v5 existieren, +v6 dagegen nicht.
Um zu kla¨ren, welche Pflastersteine hier anliegen ko¨nnen, mu¨ssen wir u¨berlegen, welche
der Kombinationsmo¨glichkeiten 1 bis 4, vgl. die schematische Darstellung der Pflaster-
steine in Abbildung 1.11, sich in obiger Abbildung realisieren lassen, denn der Aufspann
dieser vier Kombinationsmo¨glichkeiten hat uns gerade zu den beiden Pflastersteinen im
Fall des dreidimensionalen Penrose-Musters gefu¨hrt!
Wir sehen: Kombination 3 findet sich in obiger Abbildung genau einmal wieder, aller-
dings gibt es genau fu¨nf Mo¨glichkeiten, diese zu realisieren:
Abbildung 2.31.: Diese fu¨nf Mo¨glichkeiten gibt es, Kombination 3 zu realisieren.
Nach Festlegung von Kombination 3 existiert schließlich noch zweimal Kombination 2,
siehe Abbildung 2.32, andere Mo¨glichkeiten gibt es nicht! Da der Aufspann von Kom-
Abbildung 2.32.: Die Realisierung von Kombinationsmo¨glichkeit 3 legt Kombination 2 fest.
21Beachte: Wegen der unterschiedlichen Anordnung der Ikosaederecken ±vi und ±wi fu¨r 1 ≤ i ≤ 6, vgl.
die Beobachtungen 1.5 und 1.10, haben die Ecken im Projektionsraum E und im Hilfsraum F eine
unterschiedliche Gestalt!
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bination 3 ein langer Pflasterstein ist, der Aufspann von Kombinationsmo¨glichkeit 2
dagegen ein flacher Stein, vgl. Beobachtung 1.9, bedeutet das nichts anderes, als dass
an dieser Stelle, d. h. zwischen den Blu¨tenbla¨ttern einer Ecke des Typs ω6a, ein langer
und zwei flache Pflastersteine existieren.Wie die Steine jedoch anliegen ist offen. Hierfu¨r
gibt es gema¨ß Abbildung 2.31 genau fu¨nf verschiedene Mo¨glichkeiten. Perspektivisch
gezeichnet gestaltet sich die Situation wie in Abbildung 2.33 dargestellt.
(a) Der lange Pflasterstein, aufgespannt von
den benachbarten Einheitsvektoren +v3 und
+v4 sowie dem u¨berna¨chsten Nachbarn +v1
(b) Der lange Pflasterstein, aufgespannt von
den benachbarten Einheitsvektoren +v2 und
+v3 sowie dem u¨berna¨chsten Nachbarn +v5
Abbildung 2.33.: Zwei von fu¨nf Mo¨glichkeiten, den langen Pflasterstein anzulegen
Insgesamt fu¨hren uns diese U¨berlegungen zu folgendem Ergebnis:
Beobachtung 2.22. An einer Ecke des Typs ω6a liegen insgesamt sechs lange und zwei
flache Pflastersteine an.
Beweis. Wir wissen bereits, dass innerhalb der Blu¨tenbla¨tter ein langer und zwei flache
Pflastersteine existieren. Es bleibt daher nur noch zu kla¨ren, welche Steine zwischen dem
Stiel der Blume und den einzelnen Blu¨tenbla¨ttern anliegen, und hier hilft die folgende
U¨berlegung weiter:
• Der Stiel und ein beliebiges Blu¨tenblatt einer Ecke des Typs ω6a sind stets u¨berna¨chs-
te Nachbarn im Ikosaeder.
• Zu jedem beliebigen Blu¨tenblatt existieren immer zwei direkte Nachbarn: die bei-
den Blu¨tenbla¨tter links und rechts davon.
Diese Konstellation von Ikosaederecken la¨sst nun allein Kombination 3 zu – vgl. die
U¨bersicht u¨ber die schematische Darstellung der Pflastersteine in Abbildung 1.11 – und
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zwar insgesamt fu¨nfmal, was bedeutet, dass noch fu¨nf weitere lange Pflastersteine hin-
zukommen.22
Im Fall der Ecke des Typs ω6a wissen wir somit ganz genau, welche Pflastersteine existie-
ren. Wie diese Pflastersteine anliegen, ist dagegen nur fu¨r die fu¨nf langen Steine zwischen
dem Stiel und den Blu¨tenbla¨ttern vo¨llig eindeutig.
Diese Art von U¨berlegung kann man nun theoretisch ebenso fu¨r jeden anderen Eckentyp
ωj mit j = 4, 5, 6b, 7, 8, 9, 10, 12 im Projektionsraum E anstellen. In der Praxis ist jedoch
schon allein die Information, dass es gewisse Wahlfreiheiten hinsichtlich der Anzahl und
vor allem der Lage von langen und flachen Pflastersteinen an einer Ecke ωj geben kann,
entscheidend und muss stets bedacht werden. Dies wird in Kapitel 3 von Bedeutung sein.
22Im Fall von Abbildung 2.29 bedeutet das: Die Einheitsrichtung−v6 spannt mit den folgenden fu¨nf Paa-
ren von benachbarten Ikosaederecken jeweils einen langen Pflasterstein auf: (+v1,+v2) und (+v2,+v3)
sowie (+v3,+v4) und (+v4,+v5) sowie (+v5,+v1).
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Mit dem bisherigen Wissen kann nun auch die Frage nach der Unterteilung der bei-
den Pflastersteine im Fall des dreidimensionalen Penrose-Musters beantwortet werden.
Was ist damit gemeint? Aus Kapitel 1 ist bekannt, dass die Eigenschaft der Inflati-
on/Deflation existiert, d. h. wir wissen bereits, dass die in 1.3.3 ermittelten Pflaster-
steine in kleinere formgleiche Pflastersteine unterteilt werden ko¨nnen, welche wiederum
ein dreidimensionales Penrose-Muster bilden. Was jedoch noch nicht gekla¨rt ist, ist die
Frage, wie diese Unterteilung der Pflastersteine aussieht: Handelt es sich, wie im Fall
des zweidimensionalen Penrose-Musters, um eine eindeutige Unterteilung, was bedeutet,
dass die Pflastersteine auf immer die gleiche Art und Weise unterteilt werden, vgl. [D]?
Oder ist die gesuchte Unterteilung alles andere als eindeutig, wie z. B. im sogenannten
Heprose-Fall, vgl. [ER]?
(a) Eindeutigkeit der Unterteilung im
Penrose-Fall
(b) Uneindeutigkeit der Unterteilung im
Heprose-Fall23
3.1. Der erste Deflationszug: Transformation der Ecken
Im Folgenden soll die Terminologie aus den Beispielu¨berlegungen im R2, vgl. Abbil-
dung 1.3, auf den Fall des dreidimensionalen Penrose-Musters u¨bertragen werden: ME
bezeichnet demnach das dreidimensionale Penrose-Muster im Projektionsraum E, wel-
ches durch Projektion aller ganzzahligen Gitterpunkte z ∈ (E + I6) ⊂ R6 auf E ent-
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und entstehen durch Projektion aller ganzzahligen Gitterpunkte z ∈ (E ′ + I6) ⊂ R6 bzw.
z ∈ (E ′ + SI6) ⊂ R6 auf E ′. Analog zu den Beobachtungen 1.1 und 1.2 im R2 ist das zu
ME a¨hnliche Muster SME eine echte Verfeinerung von ME′ und wird daher auch Defla-
tionsmuster von ME′ genannt: Die Fliesen von ME′ lassen sich in kleinere formgleiche
Fliesen unterteilen, welche wiederum ein analoges Muster, na¨mlich SME, bilden.
Mit den Bezeichnungen grobes Muster fu¨r ME′ und feines Muster fu¨r SME ist somit
zu kla¨ren: Was ist der Zusammenhang zwischen dem groben Muster ME′ und dem fei-
nen Muster SME unter Deflation? Betrachten wir dazu einen beliebigen Gitterpunkt
z ∈ Z6 ⊂ R6:
1. Gilt z ∈ (E ′ + I6) ⊂ R6, so ist zE′ Teil des groben Musters ME′ , und als solcher
besitzt zE′ bestimmte Nachbarpunkte zE′ ± vi mit 1 ≤ i ≤ 6, welche ebenfalls Teil
des Musters ME′ sind: Der Punkt zE′ ist einer der bekannten Eckentypen ωj mit
j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12, vgl. Kapitel 2.
2. Wegen (E ′ + I6) ⊂ (E ′ + SI6) folgt mit z ∈ (E ′ + I6) ⊂ R6 jedoch auch immer
z ∈ (E ′ + SI6) ⊂ R6, und das wiederum bedeutet nichts anderes, als dass zE′ eben-
so Teil des feinen Musters SME ist. Als solcher besitzt zE′ nun aber eine andere
Nachbarumgebung als innerhalb des Musters ME′ , und zE′ ist somit ein anderer
Eckentyp ωl mit l = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12.
Die Frage, die folglich beantwortet werden muss, lautet:
Wenn zE′ im groben Muster ME′ Ecke des Typs ωj ist, was fu¨r ein Eckentyp ωl ist dann
zE′ als Teil des feinen Musters SME, wobei j, l = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12?
Ein wichtiges Hilfsmittel zur Kla¨rung dieser Frage sind die Beobachtungen 1.1 und 1.2,
aus denen sich ergibt:
Beobachtung 3.1. Um den Zusammenhang des groben Musters ME′ mit dem feinen
Muster SME in E
′ zu verstehen, kann man den Zusammenhang des Musters ME′ in E ′
mit dem Muster ME in E untersuchen. Hierbei hilft die Deflationsabbildung T := S
−1.
Beweis. Wie bereits erwa¨hnt, gilt analog zu den Beispielu¨berlegungen im R2, dass das
Muster SME in E
′ a¨hnlich ist zum MusterME in E, vgl. Beobachtung 1.2. Aussagen u¨ber
ME sind somit gleichzeitig auch Aussagen u¨ber SME, denn eine A¨hnlichkeitsabbildung
a¨ndert nichts an der grundsa¨tzlichen Gestalt des Musters, also beispielsweise an den
Eckentypen, sondern lediglich etwas an dessen Gro¨ße und Lage im Raum!24
Die Deflation ist die Umkehrung der Inflation, und fu¨r diese wiederum ist im Fall des
dreidimensionalen Penrose-Musters die ganzzahlig invertierbare, symmetrische Matrix S
verantwortlich, vgl. 1.3.2. Folglich muss zur Untersuchung der Deflation gerade mit der
Umkehrmatrix von S gearbeitet werden, vgl. Abbildung 1.3.
Mit Hilfe von Beobachtung 3.1 haben wir einen Weg gefunden, obige Frage zu beant-
worten: Wollen wir wissen, was mit den Ecken ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12 des
24Wollen wir dagegen Ergebnisse des Musters ME , welche konkrete Gro¨ßen betreffen, wie beispielsweise
die Realisierung bestimmter Ecken durch die Einheitsvektoren ±vi mit 1 ≤ i ≤ 6, auf das Muster
SME u¨bertragen, so mu¨ssen wir sehr wohl noch die A¨hnlichkeitsabbildung S anwenden!
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groben Musters ME′ unter Deflation passiert, mu¨ssen wir die Deflationsabbildung T auf
das Fenster V anwenden, denn mit dessen Hilfe haben wir gerade die unterschiedlichen
Eckentypen ω4, . . . , ω12 im Fall des dreidimensionalen Penrose-Musters erhalten! Wegen
V ⊂ F muss zuna¨chst gekla¨rt werden, wie die Abbildung T im Hilfsraum F wirkt:
Beobachtung 3.2. Die Deflationsabbildung T dreht (im Sinne einer Punktspiegelung
am Ursprung) und streckt in Richtung des Projektionsraums E bzw. E ′ um den Faktor
Φ3. In Richtung des Hilfsraums F wirkt T als eine Stauchung um den Faktor ϕ3.
Beweis. Nach Konstruktion sind die Projektionsra¨ume E und E ′ sowie der Hilfsraum
F (verschobene) Eigenra¨ume der Inflationsabbildung S, und S besitzt in Richtung E
und E ′ den Eigenwert −ϕ3 sowie in F den Eigenwert Φ3. Die Deflationsabbildung T als
Umkehrabbildung von S besitzt daher in Richtung E und E ′ den inversen Eigenwert
(−ϕ3)−1 = −Φ3 sowie in F den inversen Eigenwert (Φ3)−1 = ϕ3.
Mit diesem Wissen folgt:
Beobachtung 3.3. Die Ecken ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12 des groben Musters
ME′ werden unter Deflation allesamt zu Ecken des Typs ω12 im feinen Muster SME.
Beweis. Wegen V ⊂ F folgt mit Beobachtung 3.2 sofort, dass das Fenster V unter
T um den Faktor ϕ3 gestaucht wird. Damit wissen wir, was mit den Ecken ωj mit
j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12 des groben Musters ME′ unter T geschieht:
Abbildung 3.1.: Das Fenster V unter der Deflationsabbildung T
Wegen T (V ) = ϕ3V ⊂ ϕ2V = Kern von V , vgl. Beobachtung 2.6, wird das Fenster V
unter T auf einen Bereich innerhalb des Kerns von V gestaucht und somit werden al-
le Ecken ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12 des groben Musters ME′ unter T in Ecken
des Typs ω12 des Musters ME transformiert. Da sich Eckentypen jedoch unter A¨hnlich-
keitsabbildungen nicht a¨ndern, gilt die entsprechende Aussage gema¨ß Beobachtung 3.1
ebenso fu¨r das zu ME a¨hnliche Muster SME.
Dies bedeutet nun aber auch: Wenn alle alten Ecken im feinen Muster SME, d. h. alle
Ecken, welche auch schon als einer der bekannten Eckentypen ω4, . . . , ω12 im groben
Muster ME′ vorhanden sind, Ecken des Typs ω12 sind, dann sind umgekehrt alle Ecken
des Typs ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10 im feinen Muster SME stets neue Ecken, also
Ecken, welche im groben Muster ME′ gerade nicht existieren, sondern unter Deflation
neu hinzukommen.
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Doch gilt auch die Umkehrung dieser Aussage, sind alle neu hinzukommenden Punkte
im feinem Muster SME immer Ecken des Typs ω4, . . . , ω10?
Beobachtung 3.4. Die Ecken des Typs ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10 im feinen Mus-
ter SME sind immer neu hinzukommende Ecken. Die Umkehrung ist jedoch falsch:
Nicht jede neue Ecke im feinen Muster SME ist eine Ecke dieses Typs, auch Ecken des
Typs ω12 in SME ko¨nnen neu hinzukommende Ecken sein!
Beweis. Die Frage, ob alle neuen Ecken im feinen Muster SME immer Ecken des Typs
ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10 sind, ist a¨quivalent zu der Frage, ob alle Ecken des Typs
ω12 in SME stets alte Ecken sind. Nach den bisherigen U¨berlegungen ist dies jedoch
nichts anderes, als die Frage nach dem Urbild der Ecken ω12 des Musters ME unter T :
Besitzen alle Ecken ω12 in ME stets ein Urbild unter T? Letzteres kann mit Hilfe von
Abbildung 3.1 beantwortet werden: Die Ecken des Typs ω12 liegen bekanntlich im Kern
des Fensters V und fu¨r dessen Urbild gilt wegen V ⊂ F :
T−1(Kern von V ) = Φ3(Kern von V ) = Φ3(ϕ2V ) = ΦV 6⊂ V.
Folglich besitzen nicht alle Ecken ω12 des Musters ME unter T ein Urbild in V , und daher
sind nicht alle Ecken des Typs ω12 im feinen Muster SME automatisch auch immer alte
Ecken, also Ecken im groben Muster ME′ .
An dieser Stelle ist es nun hilfreich, sich die bisherigen Ergebnisse einmal zu verdeutli-
chen: Die Aussage, dass alle Ecken des groben Musters ME′ unter Deflation in Ecken des
Typs ω12 im feinen Muster SME transformiert werden, gilt fu¨r jeden beliebigen Pflas-
terstein in ME′ , denn bis dato sind noch keinerlei Einschra¨nkungen getroffen worden, ob
es sich um die Unterteilung eines langen oder flachen Pflastersteins handelt, geschweige
denn, welche der Einheitsvektoren±vi mit 1 ≤ i ≤ 6 den gewa¨hlten Pflasterstein realisie-
ren! Wir erhalten somit in diesem ersten Deflationszug ein global eindeutiges Ergebnis ,
d. h. ein Ergebnis, welches sowohl global gu¨ltig, also unabha¨ngig von der Wahl eines be-
stimmten Pflastersteins, als auch eindeutig ist, denn es geschieht mit allen alten Ecken
des groben Musters ME′ das Gleiche!
Was daru¨ber hinaus ebenfalls bekannt ist, ist der Deflationsfaktor, also jener Faktor, um
den die Pflastersteine von ME′ unter Deflation verkleinert werden:
Beobachtung 3.5. Die Pflastersteine des feinen Musters SME sind um den Faktor ϕ
3
kleiner als die Pflastersteine des groben Musters ME′.
Beweis. Dies folgt sofort aus der Wahl des Projektionsraums E als verschobener Eigen-
raum der Inflationsabbildung S, denn S staucht in Richtung E um den Faktor ϕ3.
Bemerkung. Nach Konstruktion werden im groben Muster ME′ die Pflastersteine von
den Einheitsvektoren ±v1, . . . ,±v6 mit der Kantenla¨nge | ± vi| fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 aufge-
spannt.25 Mit Beobachtung 3.5 folgt, dass im feinen Muster SME gerade die gestauch-
25Mit der Festlegung, dass die Vektoren e1, . . . , e6 des Ausgangsraums W eine ONB-Basis bilden, folgt
|±vi| = 1√2 , vgl. 1.3.3. Diese explizite La¨nge spielt jedoch fu¨r die folgenden U¨berlegungen keine Rolle.
Entscheidend ist allein das Verha¨ltnis der Kanten der beiden Pflastersteine: Die Steine des feinen
Musters SME sind um den Faktor ϕ
3 kleiner als die Pflastersteine des groben Musters ME′ !
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ten Einheitsrichtungen ±ϕ3v1, . . . ,±ϕ3v6 die Pflastersteine bilden, und fu¨r deren Kan-
tenla¨nge gilt | ± ϕ3vi| = ϕ3| ± vi| fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6. Bezu¨glich des feinen Musters SME
bezeichnen wir daher ±ϕ3v1, . . . ,±ϕ3v6 als Einheitsrichtungen!
Insgesamt ergibt sich somit nach dem ersten Deflationszug fu¨r einen beliebigen flachen
bzw. langen Pflasterstein des groben Musters ME′ folgende Situation:
(a) Der flache Pflasterstein (b) Der lange Pflasterstein
Abbildung 3.2.: Die Transformation der Ecken des groben Musters ME′ in Ecken des Typs
ω12 des feinen Musters SME
Wie aber geht es weiter im feinen Muster SME? Um die Frage nach einer mo¨glichen ein-
deutigen Unterteilung der beiden Pflastersteine im Fall des dreidimensionalen Penrose-
Musters beantworten zu ko¨nnen, ist es – wie wir in obiger Abbildung sehen – nicht
ausreichend, allein die Transformation aller alten Ecken zE′ des groben Musters ME′ in
Ecken des Typs ω12 im feinen Muster SME zu kennen. In einem na¨chsten Schritt muss
deshalb gefragt werden: Wie sehen die Nachbarpunkte dieser alten Ecken zE′ im feinen
Muster SME aus?
3.2. Der zweite Deflationszug: Die Blumen
Bezeichnet zE′ eine sogenannte alte Ecke im feinen Muster SME, so darf man nach
den Ergebnissen aus 3.1, bildlich gesprochen, von zE′ aus in jede der Einheitsrichtungen
±ϕ3v1, . . . ,±ϕ3v6 laufen. Demnach ist zu kla¨ren:
Welcher Eckentyp ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12 ist der Nachbarpunkt zE′ ± ϕ3vi
des Punktes zE′ fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 im feinen Muster SME?
73
3. Deflation im Fall von Penrose 3D
Auch diese Frage kann wieder mit Hilfe des zu SME a¨hnlichen Musters ME beantwortet
werden, vgl. Beobachtung 3.1. Wir wissen bereits: Alle Ecken zE′ des groben Musters
ME′ werden unter der Deflationsabbildung T in Ecken zE des Typs ω12 des Musters ME
transformiert. Fu¨r den zu zE geho¨rigen Projektionspunkt zF im Hilfsraum F gilt dabei
insbesondere zF ∈ ϕ3V , vgl. Beobachtung 3.3. Weil T im Projektionsraum E um den
Faktor Φ3 streckt und im Sinne einer Punktspiegelung am Ursprung dreht, vgl. Beob-
achtung 3.2, ist obige Fragestellung a¨quivalent zu der Frage:
Welcher Eckentyp ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12 ist der Nachbarpunkt zE ∓ vi des
Punktes zE mit zF ∈ ϕ3V fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 in dem zu SME a¨hnlichen Muster ME?
Damit steht fest, was im Weiteren zu tun ist. Wir mu¨ssen mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12
kla¨ren, in welchen Gebieten Ωj des Fensters V fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 die den Nachbarpunkten
zE ∓ vi im Projektionsraum E entsprechenden Punkte zF ∓ wi liegen. Weil fu¨r obige Fra-
ge nur genau diejenigen zE im Muster ME von Interesse sind, fu¨r deren Projektionspunkt
zF im Hilfsraum F gilt zF ∈ ϕ3V , mu¨ssen wir dazu das um den Faktor ϕ3 verkleinerte
Fenster V in alle Einheitsrichtungen ∓w1, . . . ,∓w6 verschieben und anschließend pru¨fen,
welche der Fenstergebiete Ω4, . . . ,Ω12 in V von diesen Verschiebungen u¨berlagert wer-
den.
Auf diese Weise erha¨lt man fu¨r alle Punkte zE im Muster ME mit zF ∈ ϕ3V die Eck-
entypen der Nachbarpunkte zE ∓ vi mit 1 ≤ i ≤ 6 und damit auch die Eckentypen der
Nachbarpunkte zE′ ± ϕ3vi der alten Punkte zE′ in dem zu ME a¨hnlichen Muster SME.
Allerdings ist nun Vorsicht geboten: Fragen wir nicht nur nach den Eckentypen der Nach-
barecken, sondern auch, welche der Einheitsrichtungen ±v1, . . . ,±v6 diese Eckentypen
im Muster ME konkret realisieren, so mu¨ssen wir, um das Ergebnis auch auf das Muster
SME u¨bertragen zu ko¨nnen, noch die A¨hnlichkeitsabbildung S auf eben diese Einheits-
richtungen ±v1, . . . ,±v6 anwenden, vgl. Fußnote 24. Dabei gilt fu¨r die Abbildung S nach
1.3.2:
(3.1) S : ± vi 7→ ∓ϕ3vi fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6.
Doch auch hier stehen wir wieder vor dem schon aus Kapitel 2 bekannten Problem:
Wie kann man diese dreidimensional sehr anschauliche Idee zweidimensional fassen und
damit mit den bereits vorhandenen Mitteln graphisch lo¨sen?
Beobachtung 3.6. Die Nachbarpunkte zE′ ± ϕ3vi der sogenannten alten Ecken zE′ im
feinen Muster SME sind fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 Ecken des Typs ω6a.
Beweis. Nach den obigen U¨berlegungen ist zu kla¨ren: Wo in V liegen die Verschiebun-
gen des verkleinerten Fensters ϕ3V in Richtung der Einheitsrichtungen ±w1, . . . ,±w6?
Das um den Faktor ϕ3 verkleinerte Fenster V hat ebenfalls die Gestalt eines Rhomben-
triakontaeders und wird entsprechend von insgesamt 30 um den Faktor ϕ3 verkleiner-
ten Fensterrauten, genannt R′, begrenzt. Die Verschiebung von ϕ3V in alle mo¨glichen
Einheitsrichtungen ±w1, . . . ,±w6 ist somit a¨quivalent zu der Verschiebung dieser 30
Rauten R′ in alle mo¨glichen Einheitsrichtungen ±w1, . . . ,±w6. Wegen des Prinzips der
Analogiebetrachtung A.6 genu¨gt es jedoch wieder, nur die Verschiebung einer einzigen
74
3.2. Der zweite Deflationszug: Die Blumen
verkleinerten Fensterraute R′ in alle mo¨glichen Einheitsrichtungen ±wi fu¨r 1 ≤ i ≤ 6
zu betrachten und diese Ergebnisse dann durch Analogien auf alle u¨brigen 29 Fa¨lle zu
u¨bertragen, vgl. den Beweis zu Beobachtung 2.10.
Das Vorgehen gliedert sich somit in die folgenden Schritte, die alle – auch wenn es auf den
ersten Blick nicht so scheint – mit Hilfe der U¨berlegungen und Ergebnisse aus Kapitel 2
graphisch gelo¨st werden ko¨nnen:
1. Festlegung auf eine der 30 Fensterrauten R′ von ϕ3V
2. Verschiebung der gewa¨hlten Fensterraute R′ in alle mo¨glichen Einheitsrichtungen
±w1, . . . ,±w6
3. U¨berpru¨fung, welche Gebiete Ω4, . . . ,Ω12 im Fenster V von den in Teilschritt 2
angesprochenen Verschiebungen u¨berlagert werden
4. U¨bertragung der Ergebnisse auf alle restlichen 29 Fensterrauten R′ mit Hilfe des
Analogieprinzips A.6
Teilschritt 1:
In Analogie zum bisherigen Vorgehen wa¨hlen wir als Fensterraute R′ des verkleinerten
Fensters ϕ3V genau die Raute aus, welche parallel zu der Fensterraute R(5,−6) ist. Diese
soll entsprechend mit R′(5,−6) bezeichnet werden.
Bemerkung. Entsprechend der Benennung der 30 Fensterrauten R(±m,±n) bezeichnen
wir die 30 Fensterrauten des um den Faktor ϕ3 verkleinerten Fensters V mit R′(±m,±n),
wobei m,n ∈ {1, . . . , 6} und m < n, vgl. 1.19.
Teilschritt 2:
Mit Hilfe der Zerlegung aller Einheitsvektoren ±w1, . . . ,±w6 in ihre jeweilige Lateral-
und Ho¨henkomponente, vgl. A.3, kann die Verschiebung der gewa¨hlten Raute R′(5,−6)
in alle Einheitsrichtungen konstruiert werden. Dabei spielen ±w1 und ±w4 wieder eine
gewisse Sonderrolle, denn diese beiden Paare von Einheitsvektoren liegen ganz in der
Zeichenebene parallel zu Raute R′(5,−6), vgl. Beobachtung A.5.
Fu¨r die u¨brigen Einheitsvektoren ±w2 und ±w3 sowie ±w5 und ±w6 gilt dagegen das
folgende Vorgehen: In einem ersten Schritt muss durch Abtragen der jeweiligen Ho¨hen-
komponente ermittelt werden, auf welchen Ebenen die Verschiebungen der gewa¨hlten
Raute R′(5,−6) in die genannten Einheitsrichtungen liegen. Verschiebt man anschließend
die Raute auf diesen Ebenen noch um die jeweilige Lateralkomponente der entsprechen-
den Einheitsrichtung, so kann man in einem zweiten Schritt auch die genaue Lage der
verschobenen Raute R′(5,−6) ermitteln.
26
26Vgl. das Vorgehen im Beweis zu Beobachtung 2.10: Dort wurde durch Abtragen der Ho¨henkomponente
ermittelt, auf welchen Ebenen die Verschiebungen der Fensterraute R(5,−6) in alle Einheitsrichtungen
±w1, . . . ,±w6 liegen. In diesem Fall interessiert mehr: Wir beno¨tigen nicht nur die Ebenen, auf denen
die Verschiebungen der verkleinerten Fensterraute R
′
(5,−6) in alle Einheitsrichtungen ±w1, . . . ,±w6
liegen, sondern auch die konkrete Lage der verschobenen Raute auf diesen Ebenen. Diese erhalten wir
gerade durch Beru¨cksichtigung der entsprechenden Lateralkomponenten.
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Abbildung 3.3.: Die Verschiebung der Raute R′(5,−6) in alle Einheitsrichtungen
Die Verschiebung der Raute R′(5,−6) um
• die Einheitsrichtungen ±w1 und ±w4 liegt auf der Ebene durch die Raute R′(5,−6)
selbst, welche identisch ist mit der Ebene D(−5,6) aus Abbildung 2.23.
• die Einheitsrichtungen +w2 und +w3 liegt auf der Ebene E(5,−6)2 .
• die Einheitsrichtungen −w2 und −w3 liegt auf der Ebene G(5,−6).
• die Einheitsrichtungen −w5 und +w6 liegt auf der Ebene E(−5,6)1 ,
beachte hierzu insbesondere die Bemerkung auf Seite 59.
• die Einheitsrichtungen +w5 und −w6 liegt auf der Ebene F (5,−6).
Bemerkung. Wir treffen somit an dieser Stelle auf zwei weitere Ebenentypen: Die
Ebene vom Typ F sowie die Ebene des Typs G. Die in Abbildung 3.3 eingezeichneten
Ebenen F (5,−6) undG(5,−6) sind wieder ganz konkrete Realisierungen dieser Ebenentypen,
vgl. die Bemerkung auf Seite 40.
Die Verschiebung in Richtung ±w1 und ±w4:
Um die Verschiebung der Raute R′(5,−6) in Richtung der ganz in der Zeichenebene lie-
genden Einheitsvektoren ±w1 und ±w4 zu bestimmen, mu¨ssen wir nach den obigen Be-
merkungen den Fensterschnitt D wa¨hlen und innerhalb dieses Schnitts die Raute R′(5,−6)
nach ±w1 und ±w4 verschieben, siehe Abbildung 3.4.
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Abbildung 3.4.: Die Verschiebung von R′(5,−6) nach ±w1 und ±w4 liegt auf der Ebene D(−5,6).
Die Verschiebung in die u¨brigen Einheitsrichtungen:
Die Verschiebung der Raute R′(5,−6) in die u¨brigen Einheitsrichtungen ±w2 und ±w3
sowie ±w5 und ±w6 soll im Folgenden exemplarisch anhand der Konstruktion fu¨r den
Fall +w2 und +w3 gezeigt werden:
Abbildung 3.5.: Die Verschiebung von R′(5,−6) nach +w2 und +w3 liegt auf der Ebene E
(5,−6)
2 .
Konstruktion der Verschiebung nach +w2 und +w3:
1. Abtragen der Ho¨henkomponente von +w2 und +w3 ergibt nach Abbildung 3.3: Die
Verschiebung von R′(5,−6) in Richtung +w2 und +w3 liegt auf der Ebene E
(5,−6)
2 .
2. Verschiebe folglich die Raute R′(5,−6) auf dem Schnitt der Ebene E
(5,−6)
2 mit V , d. h.
auf dem Fensterschnitt E2, um die Lateralkomponente von +w2 bzw. +w3.
Die Konstruktion aller u¨brigen Verschiebungen der Raute R′(5,−6) geschieht vo¨llig analog
zu diesem Vorgehen, siehe dazu die Konstruktionen in den Abbildungen 3.6 und 3.7.
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Abbildung 3.6.: Die Verschiebung von R′(5,−6) nach +w5 und −w6 liegt auf der Ebene F (5,−6).
(a) Die Verschiebung von R′(5,−6) nach
−w2 und −w3 liegt auf der Ebene G(5,−6).
(b) Die Verschiebung von R′(5,−6) nach
−w5 und +w6 liegt auf der Ebene E(−5,6)1 .
Abbildung 3.7.: Die Verschiebung von R′(5,−6) nach −w2 und −w3 sowie −w5 und +w6
Teilschritt 3:
Mit Teilschritt 2 ist die genaue Lage der um die Einheitsrichtungen ±w1, . . . ,±w6 ver-
schobenen Raute R′(5,−6) bekannt. Mit diesem Wissen kann nun bestimmt werden, in
welchen dreidimensionalen Gebieten Ω4, . . . ,Ω12 von V diese Verschiebungen liegen: Wir
mu¨ssen dazu einfach die Gebietseinteilung auf den in Abbildung 3.3 ermittelten Ebenen
bestimmen und pru¨fen, welche der Gebiete Ω
′
4, . . . ,Ω
′
12 auf den entsprechenden Ebenen
von der verschobenen Raute R′(5,−6), wie in den Abbildungen 3.4 bis 3.7 dargestellt, je-
weils u¨berlagert werden. Unter Beru¨cksichtigung der Tatsache, dass das Fenster V offen
ist und folglich auch ϕ3V , ergibt sich damit die folgende Situation:
• Fu¨r die Ebene E(5,−6)2− wurde die Gebietseinteilung bereits in Kapitel 2 bestimmt.
78
3.2. Der zweite Deflationszug: Die Blumen
• Fu¨r die Ebene E(−5,6)1+ ist die Gebietseinteilung ebenfalls bekannt, denn wir kennen




• Die Gebietseinteilung der restlichen Ebenen kann ganz analog zu den Gebietsein-




2± konstruiert werden, siehe A.4.
Wir erhalten somit:
Abbildung 3.8.: Die um ±w1 und ±w4 verschobene Raute R′(5,−6) u¨berlagert auf der Ebene
D(−5,6) jeweils ein Gebiet des Typs Ω′6a.
(a) Die um +w2 und +w3 verschobene
Raute u¨berlagert auf der Ebene E
(5,−6)
2−
jeweils ein Gebiet des Typs Ω
′
6a.
(b) Die um +w5 und −w6 verschobene
Raute u¨berlagert auf der Ebene F (5,−6)
jeweils ein Gebiet des Typs Ω
′
6a.
Abbildung 3.9.: Diese Gebiete werden bei der Verschiebung der Raute R′(5,−6) in Richtung
+w2 und +w3 sowie +w5 und −w6 u¨berlagert.
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(a) Die um −w2 und −w3 verschobene
Raute u¨berlagert auf der Ebene G(5,−6)
jeweils ein Gebiet des Typs Ω
′
6a.
(b) Die um −w5 und +w6 verschobene
Raute u¨berlagert auf der Ebene E
(−5,6)
1+
jeweils ein Gebiet des Typs Ω
′
6a.
Abbildung 3.10.: Diese Gebiete werden bei der Verschiebung der Raute R′(5,−6) in Richtung
−w2 und −w3 sowie −w5 und +w6 u¨berlagert.
Die Abbildungen 3.8 bis 3.10 zeigen: Die Verschiebungen der Raute R′(5,−6) in alle mo¨gli-
chen Einheitsrichtungen ±w1, . . . ,±w6 liegen allesamt in einem Gebiet des Typs Ω′6a.
Doch wie ist dieses Ergebnis zu bewerten? Dazu mu¨ssen wir uns ansehen, welche der
Einheitsrichtungen ±w1, . . . ,±w6 jeweils ganz konkret in den von der verschobenen Rau-
te R′(5,−6) u¨berlagerten Gebieten Ω
′
6a erlaubt sind.
Hilfsbeobachtung 2. Die Verschiebung von R′(5,−6) in alle mo¨glichen Einheitsrichtun-
gen ±w1, . . . ,±w6 liegt jeweils in einem anderen dreidimensionalen Gebiet des Typs Ω6a.
Beweis. In A.4 finden sich ganz allgemein die Gebietseinteilungen aller Ebenentypen, fu¨r
die Ebenen parallel zu Raute R(5,−6) sind daru¨ber hinaus die in den einzelnen Gebieten
jeweils konkret erlaubten Einheitsrichtungen ±w1, . . . ,±w6 aufgefu¨hrt.
• Fu¨r die Ebenen E(5,−6)2− und F (5,−6) sowie G(5,−6) kann man dieser Aufstellung
unmittelbar entnehmen, welche Einheitsrichtungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6 in den von
der verschobenen Raute R′(5,−6) u¨berlagerten Gebieten Ω
′
6a erlaubt sind.
• Fu¨r die Ebenen D(−5,6) und E(−5,6)1+ muss mit Hilfe von Analogiebetrachtungen,
siehe 2.2.2, ermittelt werden, welche Einheitsrichtungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6 in den
von der verschobenen Raute R′(5,−6) u¨berlagerten Gebieten Ω
′
6a erlaubt sind.
Insgesamt ergeben sich die unterschiedlichen Konstellationen von erlaubten Einheits-
richtungen wie in Tabelle 3.1 aufgelistet.
Dieser Tabelle ist zu entnehmen, dass ein jedes der von der Raute R′(5,−6) u¨berlagerten
Gebiete Ω
′
6a jeweils eine andere Konstellation von Einheitsrichtungen zula¨sst. Da die Ge-
biete Ω
′
6a nach Konstruktion die Einschra¨nkungen der dreidimensionalen Fenstergebiete
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Verschiebung R′(5,−6) Erlaubte Einheitsrichtungen
in Richtung +w1 −w1,+w2,−w3,−w4,+w5,+w6
in Richtung −w1 +w1,−w2,+w3,+w4,−w5,−w6
in Richtung +w2 +w1,−w2,+w3,−w4,−w5,+w6
in Richtung −w2 −w1,+w2,−w3,+w4,+w5,−w6
in Richtung +w3 −w1,+w2,−w3,+w4,−w5,+w6
in Richtung −w3 +w1,−w2,+w3,−w4,+w5,−w6
in Richtung +w4 −w1,−w2,+w3,−w4,+w5,+w6
in Richtung −w4 +w1,+w2,−w3,+w4,−w5,−w6
in Richtung +w5 +w1,−w2,−w3,+w4,−w5,+w6
in Richtung −w5 −w1,+w2,+w3,−w4,+w5,−w6
in Richtung +w6 +w1,+w2,+w3,+w4,+w5,−w6
in Richtung −w6 −w1,−w2,−w3,−w4,−w5,+w6
Tabelle 3.1.: Die in den unterschiedlichen Gebieten Ω6a erlaubten Einheitsrichtungen ±wi
mit 1 ≤ i ≤ 6
Ω6a auf die Ebenen D
(−5,6) und E(5,−6)2− sowie F
(5,−6) und G(5,−6) sowie E(−5,6)1+ sind, liegt
die Verschiebung der Raute R′(5,−6) in alle Einheitsrichtungen ±w1, . . . ,±w6 jeweils in
einem anderen dreidimensionalen Gebiet des Typs Ω6a des Fensters V .
Teilschritt 4:
Mit Hilfsbeobachtung 2 weiß man: Es gibt mindestens zwo¨lf verschiedene Gebiete des
Typs Ω6a im Fenster V . Gibt es daru¨ber hinaus aber u¨berhaupt noch weitere Gebiete
dieses Typs in V ?
Hilfsbeobachtung 3. Es gibt genau zwo¨lf Gebiete des Typs Ω6a im Fenster V .
Beweis. Nach Hilfsbeobachtung 2 gilt: Es gibt mindestens zwo¨lf Gebiete des Typs Ω6a.
Allerdings kann es auch nicht mehr als zwo¨lf solcher Gebiete Ω6a geben, wie die folgende
U¨berlegung zeigt: Ist zE Ecke des Typs ω6a, so hat zE die Gestalt einer Blume, vgl.
Abbildung 2.29, und theoretisch kann jeder der Einheitsvektoren ±v1, . . . ,±v6 einmal
den Stiel dieser Blume bilden. Weil es genau zwo¨lf Einheitsvektoren gibt, kann es somit
ho¨chstens zwo¨lf verschiedene Blumen geben und damit ho¨chstens zwo¨lf verschiedene
Gebiete des Typs Ω6a. Folglich existieren genau zwo¨lf Gebiete des Typs Ω6a.
U¨bertra¨gt man die Ergebnisse aus den Hilfsbeobachtungen 2 und 3 mit Hilfe des Ana-
logieprinzips A.6 wieder auf alle u¨brigen Fensterrauten R′, so ist klar: Die Verschie-
bungen einer jeden beliebigen Fensterraute R′ in alle mo¨glichen Einheitsrichtungen
±w1, . . . ,±w6 liegen jeweils in genau einem der zwo¨lf verschiedenen Gebiete des Typs
Ω6a, denn durch Analogiebetrachtungen a¨ndern sich bekanntlich die Eckentypen nicht,
sondern nur die Einheitsrichtungen, welche den jeweiligen Typ realisieren!
Damit kann nun aber auch die eingangs gestellte Frage nach der Verschiebung des um
den Faktor ϕ3 verkleinerten Fensters V beantwortet werden: Weil das verkleinerte Fens-
ter ϕ3V von den 30 Fensterrauten R′ begrenzt wird und die Gebiete im Fenster V nach
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Konstruktion allesamt zusammenha¨ngend sind, wird ϕ3V insgesamt fu¨r jede der Ein-
heitsrichtungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6 in genau eines der zwo¨lf Gebiete Ω6a verschoben. Mit
anderen Worten: Nicht nur die um eine beliebige Einheitsrichtung wi ∈ {±w1, · · · ,±w6}
verschobene Raute R′(5,−6) liegt in einem bestimmten Gebiet Ω6a, sondern das gesamte
um diese Einheitsrichtung wi verschobene gestauchte Fenster ϕ
3V liegt dann in eben
diesem Gebiet Ω6a!
27
Fu¨r die Nachbarecken zE ∓ vi mit 1 ≤ i ≤ 6 aller Ecken zE mit zF ∈ ϕ3V im Muster ME
folgt somit: Es sind allesamt Ecken des Typs ω6a und daher sind auch alle Nachbarecken
zE′ ± ϕ3vi einer alten Ecke zE′ im feinen Muster SME genau Ecken dieses Typs!
Kehren wir mit diesen Ergebnissen zu Abbildung 3.2 zuru¨ck: Wir wissen nun, dass die
Nachbarecken zE′ ± ϕ3vi der gelb eingezeichneten alten Punkte zE′ im Muster SME fu¨r
alle 1 ≤ i ≤ 6 Ecken des Typs ω6a sind und damit alle die Gestalt einer Blume haben.
Da dieses Ergebnis wieder unabha¨ngig von der Wahl eines bestimmten Pflastersteins
oder anderen Festlegungen ist, erhalten wir auch im zweiten Deflationszug ein global
eindeutiges Ergebnis!
Wie aber liegen diese Blumenecken jeweils an den alten Ecken zE′ an? Dies entspricht
der Frage, welche der sechs Einheitsrichtungen im feinen Muster SME die jeweilige Ecke
zE′ ± ϕ3vi des Typs ω6a fu¨r 1 ≤ i ≤ 6 konkret realisieren. Wegen der Dichtheit der Ecken
– jeder alte Punkt zE′ in SME ist bekanntlich Ecke des Typs ω12 und la¨sst somit stets
die maximale Anzahl von zwo¨lf Nachbarpunkten zu – bleibt eigentlich keine andere
Mo¨glichkeit als die folgende:
Beobachtung 3.7. Fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 gilt: Die Nachbarecken zE′ ± ϕ3vi aller alten
Ecken zE′ im feinen Muster SME liegen jeweils derart an, dass die Kante zwischen zE′
und zE′ ± ϕ3vi stets die Rolle des Stiels der blumenfo¨rmigen Ecke zE′ ± ϕ3vi spielt.
Beweis. Mit Hilfe der Ergebnisse aus Kapitel 1, vgl. insbesondere Abbildung 1.5, er-
gibt sich fu¨r eine beliebige alte Ecke zE′ im feinen Muster SME die in Abbildung 3.11
dargestellte Situation. Um nun zu kla¨ren, wie die Nachbarecken des Typs ω6a an einer
beliebigen alten Ecke zE′ anliegen, soll im Folgenden exemplarisch gekla¨rt werden: Wie
liegt die Nachbarecke zE′ + ϕ
3v6 einer alten Ecke zE′ im feinen Muster SME an, d. h. wel-
che der sechs Einheitsrichtungen ±ϕ3v1, . . . ,±ϕ3v6 realisieren ganz konkret diese Ecke
des Typs ω6a? Gema¨ß unseren Voru¨berlegungen kann diese Frage mit Hilfe des Mus-
ters ME beantwortet werden. Wir mu¨ssen dazu fragen: Welche der Einheitsrichtungen
±v1, . . . ,±v6 realisieren im Muster ME die Nachbarecke zE − v6, wobei fu¨r den zu zE
geho¨rigen Projektionspunkt zF gilt zF ∈ ϕ3V ?
Das wiederum ist nichts anderes als die Frage, in welchem der zwo¨lf Gebiete Ω6a von
V die Verschiebung des verkleinerten Fensters ϕ3V in Richtung −w6 liegt, und diese
wurde bereits in der Tabelle im Beweis zu Beobachtung 3.6 beantwortet: In Fußnote
27 war festgehalten worden, dass die Verschiebung von ϕ3V in Richtung −w6 in dem
27Tabelle 3.1 nennt somit nicht nur, welche Einheitsrichtungen ±w1, . . . ,±w6 die von der um eine Ein-
heitsrichtung verschobenen Raute R′(5,−6) u¨berlagerten Gebiete Ω6a jeweils konkret erlauben, sondern
sie gibt gleichzeitig Auskunft daru¨ber, in welchem der Gebiete Ω6a das um diese Einheitsrichtung
verschobene gestauchte Fenster ϕ3V insgesamt liegt!
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Abbildung 3.11.: Eine beliebige alte Ecke zE′ in SME samt ihren zwo¨lf Nachbarecken
Gebiet Ω6a liegt, welches die folgenden sechs Einheitsrichtungen erlaubt: −w1 und −w2
sowie −w3 und −w4 sowie −w5 und +w6. Folglich existieren im Projektionsraum E von
zE − v6 aus die Richtungen −v1 und −v2 sowie −v3 und −v4 sowie −v5 und +v6, vgl.
Kriterium 2.2. Wenden wir die A¨hnlichkeitsabbildung S auf eben diese Resultate an,
d. h. auf die genannten Einheitsrichtungen, so wissen wir, welche der Einheitsvektoren
±ϕ3v1, . . . ,±ϕ3v6 fu¨r die gewa¨hlte Nachbarecke zE′ + ϕ3v6 im feinen Muster SME er-
laubt sind: S(−v1) = ϕ3v1 und S(−v2) = ϕ3v2 sowie S(−v3) = ϕ3v3 und S(−v4) = ϕ3v4
sowie S(−v5) = ϕ3v5 und S(v6) = −ϕ3v6, vgl. Fußnote 24.
Mit diesem Wissen ko¨nnen wir die Nachbarecke zE′+ϕ
3v6 in Abbildung 3.11 einzeichnen.
Bemerkung. Der U¨bersicht halber bezeichnen wir in Abbildung 3.11 und im Folgenden
fu¨r 1 ≤ i ≤ 6 die Nachbarecke zE′ ±ϕ3vi im feinen Muster SME oft nur mit ±i. Analog
dazu bezeichnen wir fu¨r alle 1 ≤ i, j ≤ 6 den Nachbarpunkt zE′ ± ϕ3vi ± ϕ3vj im feinen
Muster SME nur mit ±i,±j.
Wir sehen: Die Kante zwischen den Punkten (zE′ + ϕ
3v6)− ϕ3v6 = zE′ und zE′ + ϕ3v6
u¨bernimmt, wie behauptet, die Rolle des Stiels dieser blumenfo¨rmigen Ecke zE′ + ϕ
3v6.
Abbildung 3.12.: Die Nachbarecke 6 einer beliebigen alten Ecke zE′ im Muster SME samt
den erlaubten Einheitsrichtungen 1 und 2 sowie 3 und 4 sowie 5 und -6, rot markiert
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Diese U¨berlegung kann nun fu¨r jede beliebige Nachbarecke zE′ ± ϕ3vi mit 1 ≤ i ≤ 6
durchgefu¨hrt werden, und damit ist Beobachtung 3.7 gezeigt. Folgende Tabelle fasst in
der vereinfachten Notation gema¨ß der Bemerkung auf Seite 83 noch einmal zusammen,
welche Einheitsrichtungen ±i mit 1 ≤ i ≤ 6 im zweiten Deflationszug im feinen Muster
SME jeweils erlaubt sind.













Tabelle 3.2.: Diese Einheitsrichtungen sind im feinen Muster SME im zweiten Deflationszug
erlaubt. Bezu¨glich der Notation siehe die Bemerkung auf Seite 83.
Abbildung 3.2 la¨sst sich mit diesem Wissen um die neuen Ergebnisse erga¨nzen. Der
U¨bersicht halber sind in Abbildung 3.13 jedoch nur die Nachbarecken des Typs ω6a ein-
Abbildung 3.13.: Die Nachbarecken zE′ ± ϕ3vi der gelben Ecken zE′ in SME sind fu¨r alle
1 ≤ i ≤ 6 Ecken des Typs ω6a.
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gezeichnet, welche in Richtung der Kanten des groben flachen Steins liegen, tatsa¨chlich
gilt dieses Ergebnis fu¨r alle 8·12 = 96 Nachbarecken ω6a, und ebenso auch fu¨r den langen
Pflasterstein!
Auf diese Weise sind wir wieder einen Schritt weiter in der Frage nach der Unterteilung
der Pflastersteine im Fall des dreidimensionalen Penrose-Musters. Wir sehen aber auch,
dass die bisherigen Ergebnisse noch immer nicht ausreichen, um diese Frage vollsta¨ndig
beantworten zu ko¨nnen. In einem na¨chsten Schritt ist daher konsequenterweise zu kla¨ren:
Was sind die mo¨glichen Nachbarecken der soeben ermittelten Nachbarpunkte des Typs
ω6a einer beliebigen alten Ecke zE′ im feinen Muster SME? Gibt es auch hier wieder ein
global eindeutiges Ergebnis?
3.3. Der dritte Deflationszug: Verlust der Eindeutigkeit
Theoretisch ko¨nnen wir die in 3.2 angestellten U¨berlegungen ein weiteres Mal ausfu¨hren.
Fu¨r den Nachbarpunkt zE′ + ϕ
3v6 + ϕ
3v3 der in Beobachtung 3.7 gewa¨hlten Nachbarecke
zE′ + ϕ
3v6 einer beliebigen alten Ecke zE′ hieße das beispielsweise: Um zu erfahren, wel-
cher Eckentyp ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12 der Nachbarpunkt zE′ + ϕ
3v6 + ϕ
3v3
des Punktes zE′ + ϕ
3v6 im feinen Muster SME ist, mu¨ssen wir kla¨ren, welcher Eckentyp
ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12 der Nachbarpunkt zE − v6 − v3 des Punktes zE − v6
im Muster ME ist, wobei fu¨r den zu zE geho¨rigen Punkt zF im Hilfsraum F wieder gilt
zF ∈ ϕ3V .
Das bedeutet nun aber nichts anderes, als dass wir das verkleinerte Fenster ϕ3, genauer
gesagt die 30 Begrenzungsrauten R′ von ϕ3V , in Richtung −w6 − w3 verschieben und
anschließend bestimmen mu¨ssen, welche Gebiete Ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12 von
dieser Verschiebung u¨berlagert werden. Damit erhalten wir den Eckentyp des Nachbar-
punktes zE − v6 − v3 in ME und somit auch sofort den Eckentyp des Nachbarpunktes
zE′ + ϕ
3v6 + ϕ
3v3 im feinen Muster SME. Wollen wir zusa¨tzlich zum Eckentyp auch
wissen, welche Einheitsrichtungen ±ϕ3v1, . . . ,±ϕ3v6 diese Ecke in SME realisieren, so
mu¨ssen wir noch Abbildung S auf die Ergebnisse des Musters ME anwenden, vgl. Fuß-
note 24. Das Vorgehen gestaltet sich demnach vo¨llig analog zu dem in Beobachtung 3.6,
der einzige Unterschied besteht darin, dass wir das verkleinerte Fenster ϕ3V nun in zwei
Einheitsrichtungen verschieben und nicht nur in eine. An der generellen Methode a¨ndert
das jedoch nichts!
In der Praxis ist es jedoch so, dass eben beschriebenes Vorgehen das folgende Resultat
liefert:
Beobachtung 3.8. Im Gegensatz zum ersten und zweiten Deflationszug ist der dritte
Deflationszug nicht mehr global eindeutig.
Beweis. Wir wenden das oben beschriebene Vorgehen, welches analog ist zu dem Beweis
von Beobachtung 3.6, nicht auf eine der 30 Fensterrauten R, sondern auf den Quer-
schnitt durch den Mittelpunkt von ϕ3V an.28 Tabelle 3.1 gibt dabei Auskunft, welche
28Da die Verschiebung des verkleinerten Fensters ϕ3V in zwei Einheitsrichtungen in nicht mehr nur
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Kombinationen von Einheitsrichtungen u¨berhaupt mo¨glich sind.29 In Analogie zum bis-
herigen Vorgehen wollen wir die Verschiebung des Querschnitts durch den Mittelpunkt
von ϕ3V parallel zu der Fensterraute R′(5,−6) in Richtung der Einheitsvektoren −w6−w3
betrachten. Damit ergeben sich folgende Schritte:
1. Verschiebung des Querschnitts in Richtung −w6−w3 mittels der schon bekannten
Zerlegung der Einheitsvektoren in ihre jeweilige Lateral- und Ho¨henkomponente,
vgl. A.3
2. U¨berpru¨fung, welche Gebiete Ω4, . . . ,Ω12 im Fenster V von dieser Verschiebung
u¨berlagert werden
Abbildung 3.14.: Die Verschiebung des Querschnitts des verkleinerten Fensters ϕ3V in Rich-
tung −w6 − w3 liegt auf der Ebene D(−5,6).
In Abbildung 3.14 sehen wir durch Abtragen der Ho¨henkomponenten von −w6 und
−w3, dass die Verschiebung des Querschnitts auf der Ebene D(−5,6) liegt, eine Ebene,
die uns bereits des O¨fteren begegnet ist. Tra¨gt man in einem zweiten Schritt die Lateral-
komponenten von −w6 und −w3 auf dem Fensterschnitt D ab, so erha¨lt man die genaue
Lage des um diese beiden Einheitsrichtungen verschobenen Querschnitts auf der Ebene
D(−5,6) und sieht damit schließlich, welche Gebiete von der ermittelten Verschiebung
u¨berlagert werden, siehe Abbildung 3.15. Es sind je ein Gebiet des Typs Ω4 (rosa) und
Ω7 (grau) sowie Ω8 (rot) und je zwei Gebiete des Typs Ω5 (gelb) sowie Ω6a (blau). Im
dritten Deflationszug gibt es folglich kein global eindeutiges Ergebnis mehr!
einem Gebiet liegt, kann bereits ein einziges Bild zeigen, dass der dritte Deflationszug nicht mehr
global eindeutig ist. Der gewa¨hlte Querschnitt zeigt diesen Sachverhalt gerade besonders gut auf.
29Im ersten Deflationszug werden alle alten Ecken zE′ des Musters ME′ in Ecken des Typs ω12 im feinen
Muster SME transformiert, d. h. von zE′ aus sind alle Einheitsrichtungen mo¨glich. Die Nachbarecken
dieser alten Ecken zE′ sind jedoch allesamt Ecken des Typs ω6a und lassen somit nur jeweils sechs der




(a) Hier liegt die Verschiebung des Quer-
schnitts durch den Mittelpunkt des ver-
kleinerten Fensters ϕ3V parallel zu Raute
R′(5,−6).
(b) Diese Gebiete werden von dem
nach −w6 und −w3 verschobenen Quer-
schnitt des verkleinerten Fensters ϕ3V
auf der Ebene D(−5,6) u¨berlagert.
Abbildung 3.15.: Diese Bilder zeigen, dass der dritte Deflationszug kein global eindeutiges
Ergebnis mehr liefert.
Was hat dies zu bedeuten? Gibt es etwa im Fall des dreidimensionalen Penrose-Musters
keine eindeutige Unterteilung der Pflastersteine? Diese Frage kann zum jetzigen Zeit-
punkt noch nicht ganz beantwortet werden,30 jedoch ist klar: Es gibt kein Ergebnis
mehr, welches wie im ersten und zweiten Deflationszug fu¨r jeden beliebigen Pflasterstein
gilt, also global eindeutig ist. Das heißt aber noch nicht, dass es fu¨r den langen und
fu¨r den flachen Stein jeweils fu¨r sich genommen nicht doch eine eindeutige Unterteilung
geben kann!
3.4. Die Linsen
Tragen wir an dieser Stelle die bisher gewonnenen Ergebnisse zusammen. Wir wissen
nicht nur, was im ersten und zweiten Deflationszug passiert, aus Beobachtung 2.22 ist
uns vielmehr auch bekannt, welche Pflastersteine an einer Ecke des Typs ω6a, also an
einer sogenannten Blumenecke, die im zweiten Deflationszug hinzukommt, anliegen: zwei
flache und sechs lange Steine. Die Lage der Pflastersteine zwischen dem Stiel und den
Blu¨tenbla¨ttern ist dabei eindeutig bestimmt, es liegen fu¨nf der sechs langen Steine dort
an.
30Dies liegt daran, dass wir bis jetzt immer mit dem gesamten Fenster V gearbeitet haben. Tatsa¨chlich
mu¨ssen wir unsere U¨berlegungen jedoch nur fu¨r den Teil von V anstellen, der einen gegebenen Pflas-
terstein auch wirklich realisiert, vgl. 3.5!
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Abbildung 3.16.: Zwischen dem Stiel und den Blu¨tenbla¨ttern einer Ecke des Typs ω6a liegen
fu¨nf lange Pflastersteine an.
Fu¨r die in Abbildung 3.12 exemplarisch betrachtete Nachbarecke zE′ + ϕ
3v6 einer belie-
bigen alten Ecke zE′ im feinen Muster SME ergibt sich damit die folgende Situation:
(a) Zwischen Stiel und Blu¨tenbla¨ttern
liegen fu¨nf lange Pflastersteine an. Ex-
emplarisch ist hier einer der Steine ein-
gezeichnet.
(b) Zwischen Stiel und Blu¨tenbla¨ttern
liegen fu¨nf lange Pflastersteine an. Ex-
emplarisch sind hier drei der Steine ein-
gezeichnet.
In diesem Zusammenhang ist nun die folgende Beobachtung wichtig:
Beobachtung 3.9. Die fu¨nf Einheitsvektoren einer Ecke des Typs ω6a, welche gemein-
sam die Blu¨tenbla¨tter dieser Ecke bilden, spannen mit ihren beiden direkten Nachbarn
jeweils eine Goldene Raute auf.
Beweis. Dies folgt sofort aus obiger Abbildung: Zwischen dem Stiel und den Blu¨ten-
bla¨ttern einer Ecke des Typs ω6a liegen fu¨nf lange Pflastersteine an, und je zwei be-




Bemerkung. Auf den ersten Blick mag es vo¨llig offensichtlich erscheinen, dass zwei
benachbarte Einheitsvektoren auch eine gemeinsame Raute aufspannen. Tatsa¨chlich ist
dies aber nicht immer der Fall. Betrachten wir dazu die schematische Darstellung von
sechs Einheitsvektoren, welche gemeinsam in einem Halbraum liegen und nehmen an,
die folgenden vier farbig markierten Einheitsrichtungen existieren:
Abbildung 3.17.: In diesem Beispiel existieren die vier farbig markierten Ikosaederecken.
Welche Mo¨glichkeiten gibt es, mit diesen vier Einheitsrichtungen einen Pflasterstein zu
bilden? Dazu mu¨ssen wir gema¨ß den U¨berlegungen auf Seite 16 fragen: Welche der
Kombinationen 1 bis 4 lassen sich in obiger Abbildung realisieren? Ein Vergleich zeigt,
dass es insgesamt zwei verschiedene Mo¨glichkeiten gibt:
(a) Zweimal Kombination 1: Es werden
zwei lange Pflastersteine gebildet.
(b) Zweimal Kombination 2: Es werden
zwei flache Pflastersteine gebildet.
Wir sehen damit: In Abbildung (a) ist es tatsa¨chlich so, dass je zwei benachbarte Ein-
heitsrichtungen eine gemeinsame Raute bilden. In Abbildung (b) dagegen spannen die
beiden mittleren Einheitsvektoren nur mit jeweils zwei von drei benachbarten Einheits-
richtungen eine Raute auf!
Fu¨r die exemplarisch gewa¨hlte Nachbarecke zE′ + ϕ
3v6 einer beliebigen alten Ecke zE′
im Muster SME ergibt sich damit die Situation, wie in Abbildung 3.18 dargestellt.
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Abbildung 3.18.: Von der Nachbarecke zE′+ϕ
3v6 aus spannen die Einheitsrichtungen +ϕ
3v1
bis +ϕ3v5 jeweils mit ihren beiden direkten Nachbarn eine Raute auf. Die langen Pflastersteine,
welche zwischen dem Stiel und den Blu¨tenbla¨ttern anliegen, sind der U¨bersicht halber nicht
eingezeichnet.
Dieses Ergebnis gilt nun aber nicht nur fu¨r die exemplarisch gewa¨hlte Ecke zE′ + ϕ
3v6,
sondern fu¨r jede der zwo¨lf Nachbarecken eines beliebigen alten Punktes zE′ im feinen
Muster SME. Wegen dieser allgemeinen Gu¨ltigkeit lassen wir im Folgenden die Beschrif-
tung in den Abbildungen weg und kennzeichnen die unterschiedlichen Eckentypen nur
mehr durch Farben:
• Alte Punkte in SME, d. h. Punkte, welche auch schon im groben Muster ME′
existieren, sind gelb markiert. Es sind bekanntlich allesamt Ecken des Typs ω12.
• Die Nachbarecken dieser alten Punkte zE′ im feinem Muster SME, d. h. die Punkte
zE′ ± ϕ3vi mit 1 ≤ i ≤ 6, sind blau gekennzeichnet. Es sind alles Ecken des Typs
ω6a.
• Die u¨berna¨chsten Nachbarn der alten Ecken zE′ in SME, genannt zweite Nachbarn,
sind rot markiert. Beobachtung 3.8 hat gezeigt: Fu¨r diese zweiten Nachbarn exis-
tiert im Hinblick auf den Eckentyp kein global eindeutiges Ergebnis mehr!
• Die dritten Nachbarn im feinen Muster SME sind gru¨n gekennzeichnet. Ihre Exis-
tenz folgt aus Beobachtung 3.9, u¨ber deren Eckentyp ist soweit noch nichts bekannt.
Betrachten wir die Kante eines beliebigen Pflastersteins im groben Muster ME′ und
tragen die bisherigen Ergebnisse nicht nur fu¨r den Punkt zE′ an, sondern auch fu¨r dessen
Nachbarpunkt zE′ ± vi mit 1 ≤ i ≤ 6 im groben Muster ME′ , so erhalten wir:31
31Beachte dabei: Die gru¨n markierten dritten Nachbarn liegen nicht wirklich auf der gelb markierten
Kante, wie es in der Abbildung den Anschein hat!
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(a) Die Kante eines beliebigen Pflastersteins im
groben Muster ME′ mit den beiden Eckpunkten
zE′ und zE′ ± vi mit 1 ≤ i ≤ 6
(b) Abbildung (a) mit jeweils nur der
Nachbarecke in Richtung der Kante
des groben Steins. Hierauf kommt es
momentan an!
Abbildung 3.19.: Die Unterteilung einer beliebigen Kante des groben Musters ME′
Wie wir sehen, ist die Kante eines beliebigen Pflastersteins im groben Muster ME′ damit
beinahe schon vollsta¨ndig unterteilt. Mit Hilfe der folgenden Beobachtung gelingt es, die
noch fehlende Lu¨cke zu schließen:
Beobachtung 3.10. Unterscheiden sich im dreidimensionalen Penrose-Muster zwei
Punkte um einen erlaubten Kantenvektor, so sind sie durch eine Kante verbunden.
Beweis. Seien ganz allgemein zE und zE′ zwei Punkte im Muster ME, die sich um einen
erlaubten Kantenvektor unterscheiden, d. h. zEzE′ = vk
32 und |zEzE′| = |vk| mit vk ∈
{±v1, . . . ,±v6}. Wir wollen zeigen, dass die Kante zwischen zE und zE′ auch tatsa¨chlich
existiert.
32Beachte: Die Differenz zweier Punkte ist ein Vektor !
91
3. Deflation im Fall von Penrose 3D
Fu¨r den Urbildpunkt z = pi−1E (zE) im Ausgangsraum W gilt z ∈ (E + I6) ⊂ R6, vgl.
A¨quivalenz-Kriterium 2.1, und der erlaubten Kantenrichtung vk im Projektionsraum E
entspricht die Einheitsrichtung ek = pi
−1
E (vk). Laufen wir nun von z aus entlang dieser
Einheitsrichtung, so gelangen wir zu dem Punkt z+ ek = z
′′. Da der Hilfsraum F jedoch
irrational ist, d. h. außer dem Nullvektor existiert dort kein ganzzahliger Vektor, ko¨nnen
nicht zwei Gitterpunkte aus dem Streifen (E + I6) ⊂ R6 auf den gleichen Punkt in E
projiziert werden. Daher muss gelten z′′ = z′ = pi−1E (zE′). Mit den Punkten z und z
′ liegt
aber auch die Verbindung dieser beiden Punkte innerhalb des Streifens (E + I6) ⊂ R6,
denn der sechsdimensionale Einheitswu¨rfel I6 ist konvex. Folglich existiert im Muster
ME die Kante zwischen zE und zE′ .
Da sich die dritten Nachbarn einer beliebigen alten Ecke zE′ , also die gru¨n gekennzeich-
neten Punkte in Abbildung 3.19, und deren Nachbarecke zE′±vi mit 1 ≤ i ≤ 6 nun genau
um einen erlaubten Kantenvektor unterscheiden, kann obige Abbildung vervollsta¨ndigt
werden:
(a) An jeder beliebigen Kante des Mus-
ters ME′ ha¨ngt eine solche Linse.
(b) Ferner wissen wir: Links und rechts der
Linse umschließen je fu¨nf lange Pflastersteine
die Kante, vgl. Abbildung 3.16.
Abbildung 3.20.: Die fertige Unterteilung einer beliebigen Kante des groben Musters ME′
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Wir erhalten damit ein konvexes gleichseitiges Polyeder, welches Linse (F20, siehe [C],
[MT]) genannt werden soll. Es besteht aus zwanzig Goldenen Rauten und umschließt
einen Teil jeder beliebigen Kante eines groben Pflastersteins im Muster ME′ .
Beobachtung 3.11. Die Linsen sind neben dem ersten und zweiten Deflationszug ein
weiteres global eindeutiges Ergebnis.
Beweis. Dies folgt aus der gezeigten Konstruktion der Linsen, denn alle Elemente, die
dazu verwendet wurden, sind global eindeutig: Der erste und der zweite Deflationszug
sowie die Beobachtungen 3.9 und 3.10 sind jeweils unabha¨ngig von der Wahl eines be-
stimmten Pflastersteins oder sonstigen Festlegungen.
Zusammen mit den Ergebnissen aus dem ersten und zweiten Deflationszug haben wir
damit insgesamt eine bis zu einem gewissen Punkt feste Struktur fu¨r die Unterteilung
eines jeden beliebigen Pflastersteins des dreidimensionalen Penrose-Musters gefunden.
Diese Struktur wollen wir in einem Prinzipbild festhalten:
Abbildung 3.21.: Die Unterteilung der Kanten eines beliebigen Pflastersteins: links der flache
Stein und rechts der lange Stein
Bemerkung. Die Linsen 1 bis 6 sollen fu¨r beide Pflastersteine im Folgenden innere
Linsen, die Linsen 7 bis 12 entsprechend a¨ußere Linsen genannt werden.
In Bezug auf die Unterteilung der beiden Pflastersteine im Fall des dreidimensionalen
Penrose-Musters sind wir damit ein gutes Stu¨ck vorangekommen. Zu kla¨ren bleibt:
1. Wie sieht die Umgebung um eine alte Ecke zE′ aus: Wir wissen, dass diese alten
Ecken allesamt vom Typ ω12 sind, doch welche Pflastersteine liegen hier an?
2. Wie werden die Linsen mit langen und flachen Steinen gefu¨llt?
3. Was passiert im Inneren der beiden Pflastersteine? Hier sehen wir in Abbildung
3.22 noch gro¨ßere Lu¨cken.
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Abbildung 3.22.: Links der grobe flache Stein und recht der grobe lange Stein samt Linsen
Frage 1 kann mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse sofort beantwortet werden:
Beobachtung 3.12. Um jede alte Ecke zE′ des feinen Musters SME liegen 20 lange
Pflastersteine an.
Beweis. Jede beliebige alte Ecke zE′ im feinen Muster SME ist eine Ecke des Typs ω12,
vgl. 3.1. Nach 3.2 sind die Nachbarecken dieser alten Ecke zE′ allesamt Ecken des Typs
ω6a, also sogenannte Blumenecken. Beobachtung 3.7 kla¨rt zudem, wie diese Blumenecken
an einer alten Ecke zE′ anliegen: Die Kante zwischen zE′ und der Nachbarecke spielt stets
die Rolle des Stiels einer solchen Blume. Beru¨cksichtigen wir nun noch Beobachtung 2.22,
die uns sagt, dass ganz allgemein zwischen dem Stiel und den Blu¨tenbla¨ttern einer Ecke
des Typs ω6a je fu¨nf lange Pflastersteine anliegen, so ist klar, dass um eine alte Ecke zE′
herum nur lange Pflastersteine anliegen, vgl. Abbildung 3.16.
Die Frage ist nur wie viele? Von einem alten Punkt zE′ aus sind alle zwo¨lf Einheitsrich-
tungen mo¨glich. Theoretisch gibt es also 12 · 5 = 60 lange Pflastersteine. Praktisch ist
es jedoch so, dass jeder lange Pflasterstein zu drei Einheitsrichtungen geza¨hlt werden
kann.33 Folglich existieren tatsa¨chlich 60 : 3 = 20 Pflastersteine.
Bemerkung. Die Pflastersteine liegen also gerade in der Weise an der alten Ecke zE′
im feinen Muster SME an, dass je drei paarweise benachbarte Einheitsrichtungen von
zE′ ausgehend einen langen Stein aufspannen. Mit anderen Worten: Die Pflastersteine
liegen mit ihrer spitzen Ecke an zE′ an, vgl. Seite 16. Schematisch la¨sst sich diese Si-
tuation wie folgt darstellen: Fett markiert sind die sechs Ikosaederecken, die gemeinsam
in einem Halbraum liegen. Ferner sind noch fu¨nf antipodale Ecken eingezeichnet. Der
Antipodenpunkt der in der Mitte des Fu¨nfecks liegenden Ikosaederecke fehlt dagegen.
33Vgl. Seite 88: Der in der Zeichnung (b) eingezeichnete mittlere Stein liegt nicht nur an der Kante in





Abbildung 3.23.: 15 der 20 Mo¨glichkeiten von zE′ aus einen langen Pflasterstein zu bilden
In obiger Abbildung ko¨nnen wir 15 Mo¨glichkeiten erkennen, die schematische Darstellung
eines langen Steins, ausgehend von seiner spitzen Ecke, zu realisieren. Folglich sehen wir
15 der 20 langen Pflastersteine, die um eine alte Ecke zE′ herum anliegen. Die restlichen
fu¨nf langen Steine werden mit der nicht eingezeichneten antipodalen Ikosaederecke gebil-
det und sind deshalb in dieser Darstellung nicht sichtbar. Dies ist aber fu¨r die folgenden
U¨berlegungen nicht weiter relevant!
Damit ist gekla¨rt, wie die Umgebung um eine beliebige alte Ecke zE′ im feinen Muster
SME aussieht. Offen ist aber noch die Frage, wie viele dieser 20 langen Steine um zE′
jeweils auch wirklich im Inneren eines Pflastersteins liegen. Dies muss fu¨r den langen
und fu¨r den flachen Stein sowie deren jeweilige Ecken getrennt beantwortet werden.
Zu Frage 2 gibt es ebenfalls schon eine erste Antwort:
Beobachtung 3.13. Es existieren genau zehn Mo¨glichkeiten, eine Linse mit langen und
flachen Pflastersteinen zu fu¨llen. Diese sind jedoch alle isomorph zueinander und es gilt:
Linse = 5 lange Steine + 5 flache Steine.
Beweis. Die Linse ist in der Terminologie von H. S. M. Coxeter eines der fu¨nf Goldenen
Isozonoeder:34 Sie wird dort als Rhombic Icosahedron bezeichnet und ihrem Entdecker,
dem russischen Kristallographen E. S. Fedorov, sowie der Anzahl ihrer Seitenfla¨chen
entsprechend mit F20 bezeichnet, siehe [C],[MT],[S3]. Nach Coxeter gilt: F20 = 5A6 +
5O6, wobei A6 in dieser Terminologie gerade den langen und O6 den flachen Pflasterstein
bezeichnet, siehe Seite 14 und 15. Da die Linse sowohl spiegelsymmetrisch als auch
drehsymmetrisch um einen Winkel von 72◦ ist, gibt es genau zehn zueinander isomorphe
Fu¨llmo¨glichkeiten.
Zu kla¨ren bleibt, ob auch bei jeder Linse tatsa¨chlich alle zehn Fu¨llmo¨glichkeiten realisiert
werden oder nicht. Ebenfalls offen ist daru¨ber hinaus noch Frage 3, die fu¨r die beiden
Pflastersteine getrennt voneinander untersucht werden muss. Fu¨r das weitere Vorgehen
ist es daher notwendig, den langen und den flachen Stein jeweils fu¨r sich alleine zu
betrachten.
34Die vier u¨brigen Goldenen Isozonoeder sind: der lange und der flache Pflasterstein, der Rhombentria-
kontaeder, welchen Coxeter nach dessen Entdecker Kepler mit K30 bezeichnet, sowie der Rhombendo-
dekaeder, genannt B12 nach dessen Entdecker Bilinski. Der Index in den Bezeichnungen gibt jeweils
die Anzahl der Seitenfla¨chen an.
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3.5. Die Festlegung auf einen Pflasterstein
Die bisherigen Ergebnisse in Bezug auf die Unterteilung der beiden Pflastersteine im Fall
des dreidimensionalen Penrose-Musters waren allesamt global eindeutig, eine Unterschei-
dung in lange und flache Steine war bis zu diesem Zeitpunkt nicht notwendig, geschweige
denn die Festlegung, von welchen der zwo¨lf Einheitsrichtungen ±vi mit 1 ≤ i ≤ 6 ein
gewa¨hlter Pflasterstein im Projektionsraum E realisiert werden soll.35
Die Vorgehensweise war zwar richtig, muss nun aber verfeinert werden: Zum einen wer-
den wir die beiden Pflastersteine getrennt voneinander untersuchen, zum anderen wollen
wir u¨berlegen, welche Gebiete im Fenster V einen vorgegebenen Stein auch tatsa¨chlich
realisieren. Mit eben diesen Gebieten werden wir dann im Folgenden arbeiten!
3.5.1. Die Unterteilung des flachen Pflastersteins
Die Lu¨cke im Inneren des Steins
In einem ersten Schritt soll gekla¨rt werden, was im Inneren des flachen Steins passiert:
Mit welchen Pflastersteinen wird die noch unbekannte Lu¨cke gefu¨llt? Dazu wollen wir
uns zuna¨chst ansehen, was an den beiden gegenu¨berliegenden stumpfen Ecken des groben
flachen Steins geschieht: Nach Beobachtung 3.12 liegen im feinen Muster SME an diesen
beiden alten Ecken jeweils 20 lange Steine mit ihrer spitzen Ecke an. Doch wie viele
dieser Steine befinden sich auch wirklich im Inneren des groben flachen Pflastersteins?
Abbildung 3.24.: Die beiden gegenu¨berliegenden stumpfen Ecken des flachen Steins im
groben Muster ME′
Beobachtung 3.14. An den zwei stumpfen Ecken des groben flachen Pflastersteins
liegen jeweils vier ganze und sechs halbe lange Pflastersteine des feinen Musters SME
im Inneren des Steins.
35Grund hierfu¨r ist, dass im ersten und zweiten Deflationszug das gesamte Fenster V verkleinert und
anschließend in eine beliebige Einheitsrichtung verschoben wurde!
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Beweis. Dies kann mit Hilfe der schematischen Darstellung der Pflastersteine gekla¨rt
werden: In Abbildung 3.23 sehen wir 15 der 20 langen Pflastersteine, welche an einer
beliebigen alten Ecke zE′ im Muster SME mit ihrer spitzen Ecke anliegen. Um nun zu
ermitteln, welche dieser langen Steine an einer stumpfen Ecke des groben flachen Steins
auch wirklich im Inneren dieses Steins liegen, mu¨ssen wir zusa¨tzlich die schematische
Darstellung einer stumpfen Ecke des flachen Steins in Abbildung 3.23 einzeichnen.
Abbildung 3.25.: Eine stumpfe Ecke des flachen Steins samt 15 der insgesamt 20 Mo¨glich-
keiten, mit den dargestellten Ikosaederecken einen langen Stein, ausgehend von einer spitzen
Ecke, zu realisieren
Bemerkungen zu Abbildung 3.25:
• Rot markiert sind die drei Ikosaederecken, die eine stumpfe Ecke des flachen Steins
bilden: Es sind paarweise u¨berna¨chste Nachbarn im Ikosaeder.
• Gelb markiert sind die 15 Mo¨glichkeiten, mit den elf dargestellten Ikosaederecken
einen langen Pflasterstein, ausgehend von seiner spitzen Ecke, zu bilden, vgl. Ab-
bildung 3.23.
• Gewissermaßen in der Mitte der drei rot markierten u¨berna¨chsten Ikosaederecken
liegen drei paarweise direkte Nachbarn im Ikosaeder. Folglich umschließt der Auf-
spann der rot markierten Ecken gerade diese drei Ikosaederecken. Die gelb unter-
malten Dreiecke sind daher genau die vier Kombinationsmo¨glichkeiten von drei
paarweise benachbarten Einheitsvektoren, die einen langen Pflasterstein aufspan-
nen, welcher ganz im Inneren des groben flachen Steins liegt.
• Weil in obiger Zeichnung die Verbindung zwischen zwei benachbarten Ikosaeder-
ecken gerade der Raute, welche von eben diesen beiden Ikosaederecken im Raum
aufgespannt wird, entspricht, ko¨nnen wir fu¨r die mit 1 bis 6 gekennzeichneten
Kombinationsmo¨glichkeiten aus obiger Abbildung entnehmen: Eine Raute liegt je-
weils ganz im Inneren des von den rot markierten Ecken aufgespannten groben
flachen Steins, eine Raute liegt jeweils gerade zur Ha¨lfte in eben diesem Stein und
eine Raute liegt stets außerhalb dieses flachen Steins. Folglich bilden die genannten
Kombinationen gerade lange Pflastersteine, welche jeweils zur Ha¨lfte im Inneren
des groben flachen Pflastersteins liegen.
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Allerdings ist Vorsicht angebracht: Der flache Stein ist – wie sein Name schon sagt –
relativ flach und somit ist genau zu pru¨fen, ob wirklich von beiden gegenu¨berliegenden
stumpfen Ecken des groben flachen Steins aus je vier ganze und sechs halbe lange Pflas-
tersteine ins Innere dieses Steins ragen oder ob sich die gegenu¨berliegenden Ecken nicht
einen oder mehrere Pflastersteine teilen!
Beobachtung 3.15. Die beiden gegenu¨berliegenden stumpfen Ecken des groben flachen
Steins sind im feinen Muster SME durch einen langen Stein verbunden.
Beweis. Nach den Berechnungen in A.2 und unter Beru¨cksichtigung der definierenden
Gleichheit Φ2 = Φ + 1 des Goldenen Schnitts gilt:
lange Diagonale langer Stein





(Φ− 1)√3 = Φ
3,
denn Φ + 1 = Φ2 = Φ(Φ2 − 1) = Φ(Φ + 1)(Φ− 1) = Φ3(Φ− 1).
Da nun der Deflationsfaktor im Fall des dreidimensionalen Penrose-Musters ebenfalls
Φ3 ist, entspricht die La¨nge einer kurzen Diagonale des groben flachen Steins genau der
La¨nge einer langen Diagonale des feinen langen Steins. Nach Beobachtung 3.12 liegen
um jede alte Ecke im feinen Muster SME 20 lange Steine an und daher sind die beiden
gegenu¨berliegenden stumpfen Ecken des groben flachen Steins im feinen Muster SME
auch tatsa¨chlich gerade durch einen langen Stein verbunden.
Bemerkung. Dieser lange Stein des feinen Musters SME soll im Folgenden Querstein
genannt werden. Von den beiden gegenu¨berliegenden stumpfen Ecken des groben flachen
Steins aus ragen folglich insgesamt 2 · (4 + 6 · 1
2
)− 1 = 13 lange Pflastersteine ins Innere
des groben flachen Steins.
(a) Perspektivische Ansicht (b) Draufsicht
Abbildung 3.26.: Die beiden gegenu¨berliegenden stumpfen Ecken des groben flachen Steins
sind im Muster SME durch einen langen Pflasterstein, genannt Querstein, verbunden.
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Nun ist zu kla¨ren: Ist die Lu¨cke im Inneren des flachen Steins damit ausgefu¨llt oder
existieren an dieser Stelle noch weitere Steine? Betrachten wir hierzu eine der beiden
stumpfen Ecken, genauer gesagt die hintere stumpfe Ecke des groben flachen Steins, und
halten die bisherigen Ergebnisse in einem Prinzipbild fest, vgl. die Abbildungen 3.22 und
3.24.
Abbildung 3.27.: Die hintere stumpfe Ecke des groben flachen Steins samt ihrer Unterteilung:
Gelb eingezeichnet sind die vier langen Pflastersteine des feinen Musters SME , welche von der
gewa¨hlten Ecke aus ganz im Inneren des groben flachen Steins liegen.
Bemerkungen zu Abbildung 3.27:
• Von den vier langen Pflastersteinen des feinen Musters SME, die von der gewa¨hlten
stumpfen Ecke des groben flachen Steins aus im Inneren dieses Steins liegen, liegt
je ein langer Pflasterstein in Richtung der Kanten mit den Linsen 2 und 4 sowie 6.
• Der vierte lange Pflasterstein ist gerade der Querstein. In obiger Abbildung ist das
der gelb untermalte Stein.
• Anschließend an die drei langen Pflastersteine in Richtung der Linsen folgen dann
schon die Linsen selbst – dies bedeutet, dass es an diesen Stellen keine Lu¨cken
mehr gibt, die gefu¨llt werden mu¨ssen, vgl. insbesondere Abbildung 3.20.
Dieselbe U¨berlegung gilt nun aber auch fu¨r die gegenu¨berliegende stumpfe Ecke des
groben flachen Steins bezu¨glich der Linsen 1 und 3 sowie 5, und damit erhalten wir
insgesamt die folgende Situation:
Abbildung 3.28.: Die gelben Pfeile machen deutlich, dass von den beiden stumpfen Ecken
des groben flachen Steins aus jeweils ein langer Pflasterstein des Musters SME in Richtung
der Linsen 1 bis 6 liegt.
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In Richtung der Linsen 1 bis 6 gibt es folglich keine Lu¨cken mehr, doch was passiert
zwischen den einzelnen Linsen: Gibt es hier noch Lu¨cken zu fu¨llen? Dazu mu¨ssen wir
uns ansehen, wie die Linsen im flachen Stein untereinander verbunden sind, siehe Ab-
bildung 3.29. Beispielsweise ko¨nnen wir fragen: Wie ha¨ngt Linse 7 mit ihren beiden
Nachbarlinsen, Linse 1 und Linse 2, zusammen? Wir sehen: Linse 7 teilt mit diesen
Abbildung 3.29.: Die Linsen im flachen Pflasterstein sind nicht disjunkt.
beiden Linsen je eine Raute, gru¨n und gelb in obiger Abbildung markiert. Diese beiden
Rauten sind nun aber gerade benachbarte Rauten, was wiederum bedeutet, dass Linse
1 und Linse 2 eine gemeinsame Kante besitzen.
Insgesamt ko¨nnen wir Prinzipbild 3.28 damit erga¨nzen: Gelb gekennzeichnet sind wieder
die langen Pflastersteine im Inneren des groben flachen Steins in Richtung der Linsen 1
bis 6. Der Buchstabe K bedeutet, dass die entsprechenden Linsen eine Kante gemeinsam
haben und der Buchstabe R demzufolge, dass die entsprechenden Linsen eine Raute
teilen:
Abbildung 3.30.: Der Schnitt der Linsen im flachen Stein
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Dies fu¨hrt zu der folgenden Beobachtung:
Beobachtung 3.16. Die inneren Linsen des groben flachen Steins sind im feinen Mus-
ter SME untereinander jeweils durch einen flachen Stein verbunden.
Beweis. Kehren wir noch einmal zu Abbildung 3.26 zuru¨ck und betrachten exemplarisch
Linse 1 und Linse 2. Wir sehen dort bereits ein Teilstu¨ck des flachen Steins, den die
beiden Linsen zusammen einschließen:
Abbildung 3.31.: Linse 1 und Linse 2 im groben flachen Stein
Vervollsta¨ndigt man diesen flachen Stein, so erha¨lt man die folgende Situation:
Abbildung 3.32.: Der flache Stein, den die Linsen 1 und 2 im feinen Muster SME einschließen
Bezu¨glich der Frage, was im Inneren des groben flachen Steins geschieht, sind wir damit
am Ziel der U¨berlegung angelangt: Wir wussten bereits, was in Richtung der Linsen 1
bis 6 passiert. Mit Beobachtung 3.16 ist nun zusa¨tzlich bekannt, was zwischen diesen
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Linsen geschieht. Damit ist die Lu¨cke im Inneren des groben flachen Steins vollsta¨ndig
geschlossen.
Beobachtung 3.17. Die Lu¨cke im Inneren des groben flachen Steins wird im feinen
Muster SME mit insgesamt 13 langen und 6 flachen Pflastersteinen gefu¨llt.
Beweis. Nach der Bemerkung auf Seite 98 existieren im Inneren des groben flachen
Steins insgesamt 13 lange Pflastersteine des feinen Musters SME.
36 Da der grobe flache
Stein sechs innere Linsen besitzt, folgt zudem mit Beobachtung 3.16, dass noch genau
sechs flache Steine des feinen Musters SME im Inneren dieses Steins liegen.
Abbildung 3.33 fasst noch einmal die Ergebnisse bezu¨glich der Lu¨cke im Inneren des
groben flachen Pflastersteins zusammen.
Abbildung 3.33.: Die Lu¨cke im Inneren des groben flachen Pflastersteins losgelo¨st vom Rest
des Steins: links in der direkten Draufsicht und rechts in der perspektivischen Ansicht
Bemerkungen zu Abbildung 3.33:
• Die gelben Punkte, sogenannte alte Ecken im feinen Muster SME, sind die bei-
den stumpfen Ecken des groben flachen Steins. Beide Punkte sind Eckpunkte des
Quersteins. Im linken Bild fallen die beiden Punkte u¨bereinander.
• Die blauen Punkte sind die Nachbarecken dieser alten Ecken im feinen Muster
SME in Richtung der Kanten des groben flachen Steins.
• Der Querstein nimmt gewissermaßen eine Sonderrolle ein, denn alle Steine, welche
nach Beobachtung 3.17 ganz oder auch nur halb im Inneren des groben flachen
Steins liegen, sind mit diesem Stein verbunden:
– Um die sechs blau markierten Kanten existieren neben dem Querstein jeweils
noch vier lange Pflastersteine des feinen Musters SME. Die beiden langen
Steine, welche an den Querstein direkt angrenzen, liegen dabei stets ganz im
36Vorsicht vor Missversta¨ndnissen mit der Zahl 13: Es ragen nicht 13 lange Steine des feinen Musters
SME komplett ins Innere des groben flachen Steins, sondern nur sieben. Daneben liegen zwo¨lf weitere
lange Steine jeweils zur Ha¨lfte im Inneren des groben flachen Steins!
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Inneren des groben flachen Steins. Diese Steine sehen wir in obiger Abbildung.
Die beiden restlichen langen Steine liegen dagegen nur jeweils zur Ha¨lfte im
Inneren des groben flachen Steins. Der U¨bersicht halber fehlen sie in obiger
Abbildung.37
– Um die sechs gru¨n markierten Kanten existieren neben dem Querstein jeweils
zwei lange Pflastersteine sowie ein flacher Pflasterstein des feinen Musters
SME. Diese Steine liegen allesamt ganz im Inneren des groben flachen Steins
und wir sehen sie in obiger Abbildung. Die beiden langen Pflastersteine gren-
zen dabei stets an den Querstein an.
Die u¨brigen Ecken
An dieser Stelle soll gekla¨rt werden, was an den restlichen Ecken, also an den bisher
nicht betrachteten spitzen Ecken des groben flachen Steins, passiert: Wie viele der nach
Beobachtung 3.12 existierenden 20 langen Pflastersteine des feinen Musters SME liegen
dort jeweils auch tatsa¨chlich im Inneren des groben flachen Steins?
Beobachtung 3.18. An den sechs spitzen Ecken des groben flachen Pflastersteins liegen
jeweils zwei halbe lange Pflastersteine des feinen Musters SME im Inneren des Steins.
Beweis. Der Beweis verla¨uft analog zu dem von Beobachtung 3.14, mit dem Unterschied,
dass nun natu¨rlich die schematische Darstellung einer spitzen Ecke des flachen Steins in
Abbildung 3.23 eingezeichnet werden muss.
Abbildung 3.34.: Eine spitze Ecke des flachen Steins samt 15 der insgesamt 20 Mo¨glichkeiten,
mit den dargestellten Ikosaederecken einen langen Stein, ausgehend von einer spitzen Ecke, zu
realisieren
Bemerkungen zu Abbildung 3.34:
• Gru¨n markiert sind die drei Ikosaederecken, die eine spitze Ecke des flachen Steins
bilden: Es sind zwei direkte Nachbarn und ein u¨berna¨chster Nachbar im Ikosaeder.
• Gelb markiert sind wieder die 15 Mo¨glichkeiten, mit den elf dargestellten Ikosa-
ederecken einen langen Pflasterstein, ausgehend von seiner spitzen Ecke, zu bilden.
37Die Nachbarecken der alten Ecken im feinen Muster SME sind bekanntlich Ecken des Typs ω6a,
sogenannte Blumenecken. Folglich sind die sechs restlichen Eckpunkte des Quersteins allesamt solche
Blumenecken, und die blauen Kanten bilden stets den Stiel einer dieser sechs Blumenecken. Damit
wissen wir, dass um die blauen Kanten fu¨nf lange Pflastersteine existieren, vgl. Abbildung 3.16!
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• Der Aufspann der drei gru¨n markierten Ikosaederecken umschließt keine weiteren
Ikosaederecken. Bedenken wir aber wieder, dass in obiger Zeichnung die Verbin-
dung zwischen zwei benachbarten Ikosaederecken gerade der Raute entspricht, die
von eben diesen beiden Ikosaederecken im Raum aufgespannt wird, so ergibt sich
fu¨r die beiden gelb untermalten Kombinationsmo¨glichkeiten: Eine Raute liegt je-
weils ganz im Inneren des von den gru¨n markierten Ecken aufgespannten flachen
Steins, eine Raute liegt jeweils gerade zur Ha¨lfte in eben diesem Stein und eine
Raute liegt stets außerhalb dieses flachen Steins. Folglich bilden diese zwei Kom-
binationsmo¨glichkeiten gerade lange Pflastersteine, welche jeweils zur Ha¨lfte im
Inneren des groben flachen Pflastersteins liegen.
Bemerkung. Von den spitzen Ecken des groben flachen Steins aus ragen demnach
insgesamt 6 · (2 · 1
2
) = 6 lange Pflastersteine ins Innere des groben flachen Steins.
Die Fu¨llung der Linsen
Wir wissen bereits, dass es zehn zueinander isomorphe Mo¨glichkeiten gibt, eine Linse
mit langen und flachen Pflastersteinen zu fu¨llen, vgl. Beobachtung 3.13. Doch werden
diese zehn theoretisch mo¨glichen Fu¨llungen auch bei jeder der zwo¨lf Linsen realisiert?
Diese Frage ist wegweisend, denn es ist letzten Endes die Entscheidung daru¨ber, ob die
Unterteilung des groben flachen Pflastersteins des Musters ME′ durch Pflastersteine des
feinen Musters SME eindeutig ist oder nicht: Alle bisherigen Ergebnisse
38 waren eindeu-
tig und einzig und allein diese Frage nach der Fu¨llung der Linse ist noch offen!
Um die Frage der Linsenfu¨llung zu kla¨ren, muss das bisherige Vorgehen weiter konkre-
tisiert werden: Es ist an dieser Stelle nicht mehr ausreichend, nur ganz allgemein den
langen und den flachen Pflasterstein zu unterscheiden. Vielmehr mu¨ssen wir nun auch
festlegen, von welchen Einheitsrichtungen ±vi mit 1 ≤ i ≤ 6 der gewa¨hlte Stein im
groben Muster ME′ aufgespannt werden soll, und u¨berlegen, welche Gebiete Ω4, . . . ,Ω12
im Fenster V eben diesen Stein realisieren. Mit der Vereinigung all dieser Gebiete gilt es
schließlich zu arbeiten: Es ist der Teil des Fensters V , der fu¨r die Unterteilung des von
uns gewa¨hlten flachen Pflastersteins tatsa¨chlich betrachtet werden muss!
O. B. d. A. nehmen wir im Folgenden an, dass der flache Pflasterstein im groben Muster
ME′ ausgehend von einer stumpfen Ecke von den Einheitsrichtungen −v3 und −v5 sowie
+v6 gebildet wird. Fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 bezeichnen wir die Einheitsrichtungen ±ϕ3vi im
feinen Muster SME wieder mit ±i, vgl. Abbildung 3.11 sowie die Bemerkung auf Seite
83. Doch welche Gebiete im Fenster V realisieren nun genau diesen von uns gewa¨hlten
flachen Pflasterstein?
38Damit sind die Ergebnisse bezu¨glich der Lu¨cke im Inneren des flachen Steins sowie der Eckenumgebung
der spitzen Ecke des flachen Steins gemeint. Der erste und der zweite Deflationszug sowie die Linsen
sind bekanntlich sogar global gu¨ltige Ergebnisse.
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Abbildung 3.35.: Der grobe flache Stein im Muster ME′ , aufgespannt von den Vektoren −v3
und −v5 sowie +v6, samt den entsprechenden Einheitsrichtungen im feinen Muster SME
Abbildung 3.36.: Diese Koordinaten ergeben sich fu¨r das feine Muster SME .
Beobachtung 3.19. Die Vereinigung VF aller Gebiete, die den flachen Pflasterstein
ausgehend von einer stumpfen Ecke mit den Einheitsrichtungen −v3 und −v5 sowie +v6
realisieren, hat selbst die Gestalt eines flachen Pflastersteins.
Beweis. Die gesuchten Gebiete des Fensters V im Hilfsraum F haben die folgenden drei
Bedingungen zu erfu¨llen:
1. Die Einheitsrichtungen −w3 und −w5 sowie +w6 mu¨ssen erlaubt sein.
2. Die Einheitsrichtungen +w1 und +w2 sowie −w4 du¨rfen nicht existieren.
3. Die Verschiebung dieser Gebiete im Hilfsraum F in Richtung −w3 und −w5 sowie
+w6 und −w3 + w6 sowie −w5 + w6 und −w3 − w5 sowie −w3 − w5 + w6 muss
ebenfalls wieder im Fenster V liegen.
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Bedingung 1 gilt, weil der flache Pflasterstein von den drei Einheitsrichtungen −v3 und
−v5 sowie +v6 aufgespannt werden soll. Da die Gebiete Teil des Hilfsraums F sind,
mu¨ssen folglich in den Gebieten, welche diesen Pflasterstein realisieren sollen, gerade die
Einheitsrichtungen −w3 und −w5 sowie +w6 existieren.
Bedingung 2 ergibt sich daraus, dass der flache Stein ausgehend von einer stumpfen
Ecke betrachtet wird. Folglich du¨rfen die drei Einheitsrichtungen, die von den paarweise
u¨berna¨chsten Ikosaedernachbarn −v3 und −v5 sowie +v6 eingeschlossen werden und da-
mit ins Innere des flachen Pflastersteins zeigen, gerade nicht existieren. Nach der Wahl
unserer Koordinaten sind das die drei paarweise benachbarten Ikosaederecken +v1 und
+v2 sowie −v4. Folglich mu¨ssen im Hilfsraum F gerade die Einheitsrichtungen +w1 und
+w2 sowie −w4 verboten sein.
Bedingung 3 ist abha¨ngig von der gewa¨hlten Ausgangsecke. Wir gehen dabei im Fol-
genden von der in Abbildung 3.36 mit zE′ bezeichneten vorderen stumpfen Ecke des
groben flachen Steins aus. Damit sind die restlichen sieben Eckpunkte dieses Steins
die Punkte zE′ − v3 und zE′ − v5 sowie zE′ + v6 und zE′ − v3 + v6 sowie zE′ − v5 + v6
und zE′ − v3 − v5 sowie zE′ − v3 − v5 + v6. Liegt nun der zu zE′ geho¨rige Projektions-
punkt zF ′ in einem bestimmten Gebiet des Fensters V , welches die Bedingungen 1 und
2 erfu¨llt, so mu¨ssen demnach auch die Verschiebungen dieses Gebiets im Hilfsraum F in
Richtung −w3 und −w5 sowie +w6 und −w3 + w6 sowie −w5 + w6 und −w3 − w5 sowie
−w3 − w5 + w6 im Fenster V liegen! Anderenfalls existieren wegen A¨quivalenz-Kriterium
2.1 die oben genannten Eckpunkte u¨berhaupt nicht und folglich kann der flache Stein
von dem gewa¨hlten Gebiet auch nicht realisiert werden.
Bemerkung. Bedingung 3 ist no¨tig, da die Kenntnis eines bestimmten Eckentyps nicht
eindeutig festlegt, welche Pflastersteine bzw. auf welche Art und Weise die Pflastersteine
an dieser Ecke anliegen, vgl. 2.2.3. Mit anderen Worten: Auch wenn eine bestimmte Ecke
theoretisch den von uns gewa¨hlten flachen Pflasterstein realisieren kann, muss diese Ecke
das praktisch nicht zwingend tun!
Ferner kann diese letzte Bedingung auch nur fu¨r einen bestimmten Teil eines Gebiets,
fu¨r welches die Bedingungen 1 und 2 gelten, erfu¨llt sein. Das bedeutet dann, dass eben
nur dieser Teil den gewa¨hlten Pflasterstein auch tatsa¨chlich realisiert.
Das in Abbildung 3.37 dargestellte Teilgebiet VF des Fensters V erfu¨llt nun gerade die
Bedingungen 1 bis 3 und realisiert damit ausgehend von einer stumpfen Ecke den fla-
chen Pflasterstein mit den Einheitsrichtungen −v3 und −v5 sowie +v6. Das Gebiet VF
hat dabei selbst die Gestalt eines flachen Pflastersteins.
Die Bedingungen 1 und 2 ko¨nnen wir nachpru¨fen, indem wir mit Hilfe des Analogieprin-
zips A.6 die in den abgebildeten Gebieten jeweils erlaubten Einheitsrichtungen ±wi mit
1 ≤ i ≤ 6 ermitteln, siehe dazu Tabelle 3.3. Beachte, dass die drei abgebildeten Fenster-
rauten jeweils auf der Ebene des Typs A liegen, d. h. R(3,5) ⊂ A(3,5) und R(3,−6) ⊂ A(3,−6)
sowie R(5,−6) ⊂ A(5,−6). Die restlichen drei Begrenzungsfla¨chen von VF liegen allesamt
auf Ebenen des Typs E2+ , fu¨r die Farbwahl der einzelnen Gebietstypen siehe Tabelle 2.2.
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Abbildung 3.37.: Links die Oberseite und rechts die Unterseite des Gebiets VF . Fu¨r die
Dodekaederecken sind jeweils nur zwei der drei formal mo¨glichen Schreibweisen angegeben,





















































Tabelle 3.3.: Die in den einzelnen Gebieten erlaubten Einheitsrichtungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6
Ein Vergleich der jeweils erlaubten Einheitsrichtungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6 zeigt, dass alle
in Tabelle 3.3 aufgefu¨hrten Gebiete die Bedingungen 1 und 2 erfu¨llen. Damit gibt es in
VF insgesamt drei Gebiete des Typs Ω4 und Ω5 sowie ein Gebiet des Typs Ω6b, welche
theoretisch den von uns gewa¨hlten flachen Pflasterstein realisieren ko¨nnen. Ob sie dies
tatsa¨chlich tun, wird Bedingung 3 kla¨ren! Bezu¨glich der Gebiete innerhalb von VF gilt:
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Hilfsbeobachtung 4. Die in Tabelle 3.3 ermittelten Gebiete des Typs Ω4 und Ω5 sowie
Ω6b liegen allesamt vollsta¨ndig in VF . Daneben gibt es keine weiteren Gebiete in VF .









sind Ebenen des Typs E2+ und
damit sogenannte Schnittebenen, vgl. 2.2.2. Ein Vergleich mit der Gebietseinteilung auf
der Ebene des Typs E2− , vgl. Seite 61, zeigt: Fu¨r die in Bezug auf VF relevanten Gebiete
spielt die Fallunterscheidung in die Ebenentypen E2+ und E2− sehr wohl eine Rolle, denn
fu¨r diese Gebiete kommt im letzteren Fall jeweils noch eine weitere Einheitsrichtung ±wi
mit 1 ≤ i ≤ 6 hinzu.






2− die in Tabelle 3.3
genannten Gebiete gerade nicht mehr und folglich liegen diese Gebiete allesamt ganz in
VF . Da in Abbildung 3.37 die Gebiete des Typs Ω4 sowohl auf den Gebietsbildern der
Oberseite von VF als auch auf denen der Unterseite von VF existieren, kann es nach
Konstruktion des Fensters V auch keine weiteren Gebiete mehr in VF geben.
Bemerkung. Diese Hilfsbeobachtung ist fu¨r den Beweis nicht zwingend notwendig,
gibt aber einen scho¨nen U¨berblick daru¨ber, wie man sich die Gebiete in VF vorzustellen
hat. Wirklich entscheidend ist fu¨r uns allein die Tatsache, dass auch alle Gebiete in VF
die Bedingungen 1 und 2 erfu¨llen. Ob diese nun ganz oder nur teilweise in VF liegen,
ist nebensa¨chlich, da wir im Folgenden stets VF als Ganzes betrachten und nicht nur
einzelne Gebiete daraus!
Bedingung 3 kann wie folgt gezeigt werden: In Abbildung 3.37 werden sechs der acht
Ecken des Gebiets VF genannt. Der noch fehlende Eckpunkt der Oberseite von VF ist
Φw3 + w2 = Φw5 + w1 = −Φw6 − w4
und der noch fehlende Eckpunkt der Unterseite von VF ist
Φw3 − w1 + w4 = Φw5 − w2 + w4 = −Φw6 − w1 − w2.
Mit Hilfe der U¨berlegungen bezu¨glich der Beobachtungen 1.12 und 1.14 sowie 1.15
la¨sst sich die Verschiebung von VF in die unterschiedlichen Einheitsrichtungen ±wi mit
1 ≤ i ≤ 6 somit berechnen. Wirklich interessant ist dabei allein die Verschiebung L in
Richtung der Einheitsvektoren −w3 − w5 + w6, denn sie zeigt gerade, warum VF selbst
die Gestalt eines flachen Pflastersteins haben muss!39
39Die Verschiebung in alle u¨brigen Kombinationen von Einheitsrichtungen, wie in Bedingung 3 formu-
liert, liegt stets innerhalb des Fensters V . Die notwendige U¨berpru¨fung verla¨uft analog zu dem hier
gezeigten Fall.
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Im Folgenden soll daher diese Verschiebung exemplarisch berechnet werden. Es gilt:













w3 + (w1 − w2 − w4 + w5 − w6)︸ ︷︷ ︸
Nachbarecken von +w3









= −Φw5 − w4,
was bedeutet, dass der Eckpunkt Φw3 unter L gerade auf den Eckpunkt −Φw5−w4 des
Fensters V verschoben wird. Fu¨r diesen Eckpunkt gilt nach Tabelle 1.1 die Gleichheit
−Φw5 − w4 = Φw6 + w1 = −Φw2 − w3
und damit erhalten wir fu¨r die Translation der restlichen sieben Eckpunkte von VF :
L(Φw3 − w1) = L(Φw3)− w1
= (Φw6 + w1)− w1 = Φw6
und deshalb
L(Φw5) = L(Φw3 − w1 + w2)
= L(Φw3)− w1 + w2 = Φw6 + w2
sowie
L(Φw3 + w4) = L(Φw3) + w4
= (−Φw5 − w4) + w4 = −Φw5.
Analog dazu gilt schließlich
L(−Φw6) = −Φw5 + w2 und L(−Φw6 − w1) = −Φw3
sowie
L(Φw3 + w2) = −Φw5 + w2 − w4 und L(Φw3 + w4 − w1) = −Φw5 − w1.
Das bedeutet, dass die insgesamt acht Eckpunkte von VF unter der Verschiebung L in
Richtung −w3 − w5 + w6 gerade auf die acht zu diesen Ecken antipodalen Punkte im
Fenster V abgebildet werden. Genauer:
• Die Verschiebung der drei Begrenzungsfla¨chen auf den Ebenen des Typs E2+ , welche
die Unterseite von VF bilden, ergibt genau die drei benachbarten Fensterrauten
R(−3,−5) und R(−3,6) sowie R(−5,6) und liegt damit auf dem Rand des Fensters V .
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• Die Verschiebung der Fensterrauten R(3,5) und R(3,−6) sowie R(5,−6), welche die
Oberseite von VF bilden, liegt dagegen im Inneren des Fensters V .
Somit ist klar, dass VF maximal die Gestalt eines flachen Pflastersteins besitzen kann,
denn wa¨re VF gro¨ßer, dann la¨ge die Verschiebung von VF in Richtung −w3 − w5 + w6
nicht mehr im Fenster V , was im Widerspruch zu Bedingung 3 steht!
Die Frage, die sich damit stellt, lautet: Erreicht man mit dieser Einschra¨nkung VF des
Fensters V fu¨r den dritten Deflationszug ein eindeutiges Ergebnis in dem Sinn, dass
auch im dritten Zug nur ein ganz bestimmter Eckentyp erlaubt ist? In 3.3 ist bereits
klar geworden, dass es ein global eindeutiges Ergebnis, also ein Ergebnis, das sowohl fu¨r
den flachen als auch fu¨r den langen Pflasterstein Gu¨ltigkeit besitzt, nicht geben kann.
Doch wie sieht es aus, betrachtet man allein den flachen Stein?
Wenden wir dazu die U¨berlegungen bezu¨glich des ersten, zweiten und dritten Defla-
tionszugs nicht mehr auf das gesamte Fenster V sondern allein auf das gerade ermittelte
Gebiet VF an. Der Punkt zE′ bezeichnet dabei wieder die von uns festgelegte Aus-
gangsecke, d. h. die in Abbildung 3.36 markierte vordere stumpfe Ecke des groben fla-
chen Steins. Wollen wir also beispielsweise wissen, welches der Eckentyp des Punktes
zE′ − ϕ3v3 + ϕ3v1 im feinen Muster SME ist, so ko¨nnen wir mit Hilfe von Beobachtung
3.1 fragen:
Welchen Eckentyp ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12 besitzt der Punkt zE + v3 − v1 mit
zF ∈ ϕ3VF in dem zu SME a¨hnlichen Muster ME?
Abbildung 3.38.: Welchen Eckentyp besitzt der gru¨n markierte Punkt zE′ − ϕ3v3 + ϕ3v1
des feinen Musters SME? Nach der Terminologie auf Seite 90 handelt es sich hier um einen
sogenannten zweiten Nachbarn.
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Daraus ergibt sich die folgende Vorgehensweise:
1. Verschiebung des um den Faktor ϕ3 verkleinerten Gebiets VF in Richtung +w3−w1
2. U¨berpru¨fung, welche Gebiete Ω4, . . . ,Ω12 im Fenster V von der genannten Ver-
schiebung u¨berlagert werden. Dies sind die mo¨glichen Eckentypen, die der Punkt
zE + v3 − v1 mit zF ∈ ϕ3VF im Muster ME annehmen kann.
3. U¨bertragung der Ergebnisse auf das Muster SME durch Anwendung von S
Beobachtung 3.20. Der dritte Deflationszug ist auch fu¨r den flachen Pflasterstein fu¨r
sich betrachtet nicht eindeutig.
Beweis. Gema¨ß dem gerade beschriebenen Vorgehen soll der Eckentyp des Punktes
zE′ − ϕ3v3 + ϕ3v1 im feinen Muster SME bestimmt werden. Mit Hilfe der bekannten
Komponentenzerlegung der Einheitsrichtungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6 in ihre jeweilige
Lateral- und Ho¨henkomponente, vgl. A.3, ko¨nnen die Ebenen, auf denen die Verschie-
bungen der sechs Begrenzungsfla¨chen des um ϕ3 verkleinerten Gebiets VF jeweils liegen,
ermittelt werden.
Abbildung 3.39.: Auf diesen Ebenen liegt die Verschiebung der Begrenzungsfla¨chen von ϕ3VF
in Richtung +w3 − w1.
Bemerkungen zu Abbildung 3.39:
• Im Unterschied zu den vorherigen Bildern wird hier die Verschiebung verschiedener
Rauten bzw. Begrenzungsfla¨chen in einem einzigen Bild ermittelt.
• Drei der insgesamt sechs Begrenzungsfla¨chen des um den Faktor ϕ3 verkleinerten
Gebiets VF sind die verkleinerten Fensterrauten R
′
(5,−6) auf der Ebene D
(5,−6) und
R′(3,5) auf der Ebene D
(3,5) sowie R′(3,−6) auf der Ebene D
(3,−6).
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• Die restlichen drei Begrenzungsfla¨chen des um ϕ3 verkleinerten Gebiets VF be-
zeichnen wir, entsprechend den Rauten, mit E ′2
(5,−6) und E ′2
(3,5) sowie E ′2
(3,−6).
Diese Begrenzungsfla¨chen liegen allesamt auf Ebenen des Typs G.
• Bezu¨glich der beiden Begrenzungsfla¨chen R′(5,−6) und E ′2(5,−6) liegt die Einheits-
richtung −w1 ganz in der Zeichenebene. Die Ho¨henkomponente von +w3 ist lila
eingezeichnet.
• Bezu¨glich der beiden Begrenzungsfla¨chen R′(3,5) und E ′2(3,5) liegt die Einheitsrich-
tung −w1 ebenfalls ganz in der Zeichenebene. Die Ho¨henkomponente von +w3 ist
blau eingezeichnet.
• Bezu¨glich der beiden Begrenzungsfla¨chen R′(3,−6) und E ′2(3,−6) liegt keine der Ein-
heitsrichtungen ganz in der Zeichenebene. Die Ho¨henkomponente von +w3 ist blau
eingezeichnet, die Ho¨henkomponente von −w1 lila.
• Auf welchen Ebenen im Detail die Verschiebungen der einzelnen Begrenzungs-
fla¨chen liegen, kann direkt aus der Abbildung abgelesen werden. Wir lernen dabei
zwei neue Ebenentypen kennen: die Ebenen des Typs K und L.
In einem zweiten Schritt kann dann durch Abtragen der entsprechenden Lateralkompo-
nenten der Einheitsrichtungen +w3 und −w1 die genaue Lage der in Richtung +w3−w1
verschobenen Begrenzungsfla¨chen des um ϕ3 verkleinerten Gebiets VF auf den in Abbil-
dung 3.39 genannten Ebenen ermittelt werden. Ein Vergleich mit der Gebietseinteilung
auf diesen Ebenen zeigt schließlich, welche Gebiete von diesen Verschiebungen u¨berla-
gert werden. Damit wissen wir, welchen Eckentyp der Punkt zE′ − ϕ3v3 + ϕ3v1 im feinen
Muster SME tatsa¨chlich annehmen kann.
40 Exemplarisch soll dieses Vorgehen fu¨r die
verkleinerte Fensterraute R′(5,−6) gezeigt werden, siehe Abbildung 3.40.
41
Konstruktion fu¨r die Raute R′(5,−6):
1. Die Verschiebung dieser Begrenzungsfla¨che in Richtung +w3 − w1 liegt auf der
Ebene E
(5,−6)
2 , genauer auf der Ebene E
(5,−6)
2− , denn das Gebiet VF liegt unterhalb
der Raute R′(5,−6).
2. Das Abtragen der Lateralkomponente von −w1 sowie der ganz in der Zeichenebene
liegenden Einheitsrichtung +w3 ergibt schließlich die genaue Lage der um +w3−w1
verschobenen Begrenzungsfla¨che R′(5,−6) auf dieser Ebene.
3. Ein Vergleich mit der Gebietseinteilung der Ebene des Typs E2 zeigt, dass die um
+w3−w1 verschobene Raute R′(5,−6) auf der Ebene E(5,−6)2− zwei Gebiete u¨berlagert:
ein Gebiet des Typs Ω4 (rosa) sowie ein Gebiet des Typs Ω5 (gelb).
40Wir fragen momentan allein nach den Eckentypen und daher muss S nicht angewandt werden!
41Das Vorgehen fu¨r die restlichen fu¨nf Begrenzungsfla¨chen ist vo¨llig analog dazu, die no¨tigen Gebiets-
bilder, wie in Abbildung 3.39 ermittelt, finden sich in A.4.
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Abbildung 3.40.: Auf der Ebene E
(5,−6)
2− u¨berlagert die Verschiebung der Begrenzungsfla¨che
R′(5,−6) in Richtung +w3 − w1 ein Gebiet des Typs Ω4 sowie ein Gebiet des Typs Ω5.
Damit folgt, dass der Punkt zE′ − ϕ3v3 + ϕ3v1 im feinen Muster SME sowohl eine Ecke
des Typs ω4 als auch eine Ecke des Typs ω5 sein kann, und die Eindeutigkeit fu¨r den
dritten Deflationszug im Fall des flachen Steins ist widerlegt.
Durch analoges Vorgehen erhalten wir insgesamt fu¨r das Gebiet VF die in Abbildung
3.41 gezeigte Gebietseinteilung. Es kommen demnach keine weiteren Eckentypen fu¨r den
Punkt zE′ − ϕ3v3 + ϕ3v1 im feinen Muster SME hinzu.
Abbildung 3.41.: Die Eckenumgebung des Punktes zE′ − ϕ3v3 + ϕ3v1 im Muster SME
Somit ist klar: Im Fall des dreidimensionalen Penrose-Musters gibt es keine vo¨llig eindeu-
tige Unterteilung des flachen Pflastersteins! Wir mu¨ssen daher ganz konkret fu¨r jede ein-
zelne Linse nachpru¨fen, wie viele der zehn Fu¨llmo¨glichkeiten stets realisiert werden. Um
aber nicht in einem Chaos von zu untersuchenden Punkten zu versinken, soll zuna¨chst
noch ein Blick auf die Symmetrie des flachen Pflastersteins geworfen werden.
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Beobachtung 3.21. Der flache Pflasterstein besitzt die folgenden Symmetrien:
• Er ist punktsymmetrisch zum Mittelpunkt seiner Diagonalen.
• Er ist drehsymmetrisch um einen Winkel von 120◦ um seine kurze Diagonale.
• Er ist spiegelsymmetrisch zu drei Ebenen. Nach Wahl der Koordinaten sind das
die Spiegelebene S(1,5) durch die Einheitsrichtungen ±v1 und ±v5, die Spiegelebene
S(2,3) durch die Einheitsrichtungen ±v2 und ±v3 sowie die Spiegelebene S(4,6) durch
die Einheitsrichtungen ±v4 und ±v6.
Abbildung 3.42.: Die drei Spiegelebenen S(1,5) und S(2,3) sowie S(4,6) des flachen Pflastersteins
Bemerkung. Diese Beobachtung hat eine wichtige Konsequenz: Es wird im Folgenden
ausreichend sein, die Gebietsbilder einzelner Punkte im feinen Muster SME zu bestim-
men. Durch die genannten Symmetrien lassen sich die Ergebnisse dann auf viele weitere
Punkte in SME u¨bertragen. Daneben sind aber auch die am Ende von Kapitel 1 ge-
nannten Symmetrien des Fensters V zu beru¨cksichtigen, vgl. Beobachtung 1.20, denn
mit Hilfe dieser folgt: Nicht das Gebiet VF als Ganzes, sondern nur genau ein Sechstel
dieses Gebiets mu¨ssen betrachtet werden, siehe die Festlegung in Abbildung 3.46!
Schließlich wird noch die folgende Beobachtung hilfreich sein:
Beobachtung 3.22. Im Inneren der Linse existieren stets zwei Ecken des Typs ω4 und
zwei Ecken des Typs ω5.
Beweis. Nach Beobachtung 3.13 ist bekannt, dass es bis auf Isomorphie nur eine einzige
Mo¨glichkeit gibt, eine Linse mit fu¨nf langen und fu¨nf flachen Pflastersteinen zu fu¨llen.
Wir ko¨nnen uns daher ganz konkret am Modell ansehen, welche Eckentypen innerhalb
einer Linse existieren: Die farbig markierten Punkte sowie die farbig markierten Kanten
in Abbildung 3.43 sind gerade die Punkte und Kanten im Inneren einer Linse und wir
sehen damit, dass es genau zwei Ecken des Typs ω4 und zwei Ecken des Typs ω5 gibt.
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Abbildung 3.43.: Im Inneren der Linse existieren je zwei Ecken des Typs ω4 und ω5.
Bemerkung. Vorsicht vor Verwirrung! Beobachtung 3.22 sagt lediglich, dass es im In-
neren einer Linse prinzipiell vier Punkte geben muss: je zwei Ecken des Typs ω4 sowie je
zwei Ecken des Typs ω5. Das heißt aber noch nicht, dass immer die gleichen vier Punkte
im Linseninneren existieren. Klar ist jedoch: Kennen wir die genaue Eckenumgebung der
vier Punkte im Linseninneren, so ist die Fu¨llung der Linse damit eindeutig festgelegt!
Damit haben wir alle no¨tigen Voraussetzungen, um die Frage nach der Fu¨llung der
einzelnen Linsen beantworten zu ko¨nnen. Es gilt:
Beobachtung 3.23. Die Fu¨llung der Linsen im flachen Pflasterstein ist nicht einheit-
lich. Genauer:
• Zwei benachbarte innere Linsen sind eindeutig gefu¨llt, die restlichen vier inneren
Linsen besitzen je zwei mo¨gliche Fu¨llungen.
• Die a¨ußere Linse zwischen den beiden inneren Linsen, welche eindeutig gefu¨llt
sind, ist ebenfalls eindeutig gefu¨llt.
• Die beiden benachbarten a¨ußeren Linsen dieser eindeutig gefu¨llten a¨ußeren Linse
besitzen wieder je zwei Fu¨llmo¨glichkeiten.
• Zwei weitere a¨ußere Linsen besitzen je vier mo¨gliche Fu¨llungen und die der ein-
deutig gefu¨llten a¨ußeren Linse gegenu¨berliegende a¨ußere Linse realisiert tatsa¨chlich
alle zehn theoretisch mo¨glichen Fu¨llungen.
Beweis. Betrachten wir in einem ersten Schritt Linse 1, eine sogenannte innere Lin-
se, vgl. Abbildung 3.21, und bestimmen nach dem Vorgehen wie in Beobachtung 3.20
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ausfu¨hrlich vorgestellt die Gebietsbilder aller Punkte, welche im feinen Muster SME
innerhalb dieser Linse existieren. Der U¨bersicht halber werden an dieser Stelle nur die
Ergebnisse, nicht aber die Konstruktionen gezeigt.
Bemerkungen zu Abbildung 3.44:
• In Analogie zu der bereits bekannten Notation bezeichnet der Punkt −3, 1,−6 den
Punkt zE′ − ϕ3v3 + ϕ3v1 − ϕ3v6, wobei zE′ wieder die in Abbildung 3.38 markierte
vordere stumpfe Ecke des groben flachen Steins ist. Die restlichen Punkte sind
ebenfalls entsprechend dieser Notation zu verstehen, vgl. auch Abbildung 3.11
sowie die Bemerkung auf Seite 83. Im Folgenden werden die beiden Schreibweisen
a¨quivalent verwendet.
• Die sieben genannten Punkte liegen alle innerhalb der Linse 1. Die dazugeho¨rigen
Gebietsbilder zeigen ausschließlich gelbe und rosa Gebiete, was bedeutet, dass diese
Punkte allesamt Ecken des Typs ω4 und ω5 sind.
• Bestimmte Teile der jeweils um die entsprechenden Einheitsrichtungen verschobe-
nen Gebiete VF sind fu¨r einige Punkte nicht markiert. Diese Bereiche liegen somit
gerade nicht im Fenster V und die entsprechenden Punkte existieren damit nicht
immer.
• Eine genaue Betrachtung der Gebietsbilder zeigt: Es existieren stets vier der sieben
Punkte gleichzeitig, genauer noch stets zwei Ecken des Typs ω4 und zwei Ecken des
Typs ω5. Mit Beobachtung 3.22 folgt daher, dass es neben den genannten sieben
Punkten keine weiteren Punkte im Inneren der Linse gibt. Wir haben damit alle
no¨tigen Informationen, um die Fu¨llung von Linse 1 eindeutig zu bestimmen.
• Welche der Einheitsrichtungen ±ϕ3vi mit 1 ≤ i ≤ 6 konkret fu¨r jeden einzelnen
Punkt erlaubt sind, ist fu¨r unsere Zwecke nicht von Bedeutung. Die Frage, die uns
interessiert, lautet: Wie viele verschiedene Fu¨llmo¨glichkeiten gibt es fu¨r Linse 1,
d. h. wie viele unterschiedliche Konstellationen mit zwei Ecken des Typs ω4 und
zwei Ecken des Typs ω5 innerhalb der Linse 1 existieren? Dies la¨sst sich unmittelbar
aus Abbildung 3.44 entnehmen.
Um nun die Frage zu kla¨ren, wie viele der theoretisch zehn Mo¨glichkeiten, eine Linse mit
jeweils fu¨nf langen und fu¨nf flachen Pflastersteinen des feinen Musters SME zu fu¨llen, im
Fall von Linse 1 tatsa¨chlich realisiert werden, mu¨ssen wir nach den obigen Bemerkungen
gerade den Schnitt der Gebietsbilder aller Punkte innerhalb dieser Linse bilden, d. h.
wir mu¨ssen untersuchen, in wie viele Teilgebiete VF bezu¨glich der in Abbildung 3.44
gezeigten Gebietsbilder zerfa¨llt. Mit anderen Worten: Die Anzahl der Teilgebiete einer
Linse gibt gerade daru¨ber Aufschluss, wie viele Fu¨llmo¨glichkeiten es fu¨r diese Linse gibt!
Ein Blick auf Abbildung 3.44 zeigt, dass bezu¨glich Linse 1 vier Teilgebiete existieren.
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Abbildung 3.44.: Die Eckenumgebung aller in Linse 1 mo¨glichen Punkte im Muster SME
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Abbildung 3.45.: Die vier Teilgebiete des Gebiets VF bezu¨glich Linse 1
Gema¨ß der Bemerkung auf Seite 114 ist es jedoch ausreichend, nur ein Sechstel des Ge-
biets VF zu betrachten. O. B. d. A. legen wir uns daher im Weiteren auf die in Abbildung
3.46 gezeigte Einschra¨nkung VF ′ fest. Betrachten wir nun die ermittelten Teilgebiete aus
Abbildung 3.46.: Die Einschra¨nkung VF ′ des Gebiets VF auf ein Sechstel des Gesamtgebiets
Abbildung 3.45 in Bezug auf diese Einschra¨nkung, so folgt: Linse 1 realisiert nur eine
einzige Fu¨llmo¨glichkeit, denn eingeschra¨nkt auf VF ′ existiert nur ein einziges Teilgebiet.
42
Abbildung 3.47.: Bezu¨glich der Einschra¨nkung VF ′ existiert fu¨r Linse 1 nur ein Teilgebiet.
Unter Zuhilfenahme der in Beobachtung 3.21 angesprochenen Symmetrien ko¨nnen diese
Ergebnisse auch auf die restlichen inneren Linsen 2 bis 6 u¨bertragen werden. Da wir
bezu¨glich der Frage nach der Anzahl der Fu¨llmo¨glichkeiten weniger an den Gebietsbil-
dern aller Punkte innerhalb der unterschiedlichen Linsen im Detail, sondern vielmehr
am Schnitt dieser Gebietsbilder interessiert sind, fu¨hren wir die unten genannten Spie-
gelungen an Abbildung 3.45 statt an Abbildung 3.44 durch:
42Alternativ sehen wir das in Abbildung 3.44 daran, dass die vier Punkte −3, 1,−6 und −3, 1,−6, 5
sowie −3,−6, 5 und −3,−6, 5,−4 innerhalb von VF ′ jeweils einen eindeutigen Eckentyp besitzen.
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Linse 1
Spiegelung anS(4,6)−−−−−−−−−−−→ Linse 3 punktsymmetrisch−−−−−−−−−−−→ Linse 6
Linse 1
Spiegelung anS(1,5)−−−−−−−−−−−→ Linse 5 punktsymmetrisch−−−−−−−−−−−→ Linse 2
Linse 1
punktsymmetrisch−−−−−−−−−−−→ Linse 4
Auf diese Weise erhalten wir die Teilgebiete des Gebiets VF bzw. die Teilgebiete von
dessen Einschra¨nkung VF ′ bezu¨glich der Linsen 2 bis 6 und damit die Anzahl der
Fu¨llmo¨glichkeiten fu¨r diese Linsen.
Abbildung 3.48.: Bezu¨glich der Einschra¨nkung VF ′ existiert fu¨r Linse 2 nur ein Teilgebiet.
(a) Die Teilgebiete bezu¨glich Linse 3 (b) Die Teilgebiete bezu¨glich Linse 4
Abbildung 3.49.: Bezu¨glich der Einschra¨nkung VF ′ existieren fu¨r Linse 3 und Linse 4 jeweils
zwei Teilgebiete.
(a) Die Teilgebiete bezu¨glich Linse 5 (b) Die Teilgebiete bezu¨glich Linse 6
Abbildung 3.50.: Bezu¨glich der Einschra¨nkung VF ′ existieren fu¨r Linse 5 und Linse 6 ebenfalls
je zwei Teilgebiete.
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Damit gilt: Fu¨r Linse 2 gibt es in Bezug auf die Einschra¨nkung VF ′ wie auch schon im Fall
von Linse 1 nur ein einziges Teilgebiet. Daher la¨sst auch Linse 2 nur eine Fu¨llmo¨glichkeit
zu. Fu¨r die Linsen 3 und 4 sowie 5 und 6 existieren dagegen jeweils zwei Teilgebiete,
was bedeutet, dass in diesen Fa¨llen je zwei der theoretisch zehn mo¨glichen Fu¨llungen
tatsa¨chlich realisiert werden.
Im Fall der a¨ußeren Linsen gestaltet sich die Situation a¨hnlich: Auch hier kann man
durch Anwendung der in Beobachtung 3.21 genannten Symmetrien aus den Gebiets-
bildern der Punkte innerhalb einer Linse die Gebietsbilder der Punkte innerhalb der
restlichen a¨ußeren Linsen erstellen: Aus dem Schnitt der Gebietsbilder aller Punkte in-
nerhalb einer Linse erha¨lt man auch sofort den Schnitt der Gebietsbilder aller Punkte
innerhalb der u¨brigen a¨ußeren Linsen. Ebenso gelten die Bemerkungen von Seite 116,
mit dem Unterschied, dass nun zehn verschiedene Punkte im Inneren einer Linse liegen
und nicht nur sieben! Fu¨r Linse 10 ergibt sich demnach die folgende Situation:
Abbildung 3.51.: Die Eckenumgebung aller in Linse 10 mo¨glichen Punkte im Muster SME
120
3.5. Die Festlegung auf einen Pflasterstein
Betrachten wir auch diese Bilder wieder in Bezug auf die in Abbildung 3.46 festgelegte
Einschra¨nkung VF ′ , wird klar, dass in diesem Fall nicht sofort ersichtlich ist, wie der
Schnitt der Gebietsbilder aller in Linse 10 mo¨glichen Punkte aussieht, d. h. in welche
Teilgebiete VF ′ zerfa¨llt. Eine genaue Betrachtung liefert das in Abbildung 3.52 gezeigte
Ergebnis: Die Einschra¨nkung VF ′ zerfa¨llt in zehn Teilgebiete, und somit realisiert Linse
10 tatsa¨chlich auch alle zehn theoretisch mo¨glichen Fu¨llungen!
Abbildung 3.52.: Bezu¨glich der Einschra¨nkung VF ′ existieren fu¨r Linse 10 zehn Teilgebiete.
Fu¨r ein besseres Versta¨ndnis wollen wir an dieser Stelle die Einschra¨nkung VF ′ noch
um 210◦ gedreht betrachten und die einzelnen Teilgebiete nummerieren. Tabelle 3.4
gibt Auskunft daru¨ber, welche vier der zehn Punkte aus Abbildung 3.51 dabei fu¨r die
unterschiedlichen Teilgebiete jeweils existieren.
Abbildung 3.53.: Die Einschra¨nkung VF ′ bezu¨glich Linse 10
Teilgebiet Ecken des Typs ω4 Ecken des Typs ω5
1 Punkt D und Punkt H Punkt K und Punkt L
2 Punkt C und Punkt K Punkt D und Punkt L
3 Punkt B und Punkt L Punkt C und Punkt D
4 Punkt A und Punkt D Punkt B und Punkt C
5 Punkt C und Punkt E Punkt A und Punkt B
6 Punkt B und Punkt F Punkt A und Punkt E
7 Punkt A und Punkt G Punkt E und Punkt F
8 Punkt E und Punkt H Punkt F und Punkt G
9 Punkt F und Punkt K Punkt G und Punkt H
10 Punkt G und Punkt L Punkt H und Punkt K
Tabelle 3.4.: Die Punkte in den unterschiedlichen Teilgebieten von VF ′ bezu¨glich Linse 10
Wendet man nun, wie bereits oben ausgefu¨hrt, die in Beobachtung 3.21 genannten Sym-
metrien auf das in Abbildung 3.52 gezeigte Schnittbild der Gebietsbilder aller Punkte
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innerhalb der Linse 10 an, so erha¨lt man die Teilgebiete des Gebiets VF bzw. die Teilge-
biete von dessen Einschra¨nkung VF ′ bezu¨glich der Linsen 7 und 8 sowie 9 und 11 sowie
12. Ganz konkret gelten die folgenden Symmetrien:
Linse 10
Spiegelung anS(1,5)−−−−−−−−−−−→ Linse 7 Linse 10 Drehung um 240◦−−−−−−−−−−→ Linse 12
Linse 10
Spiegelung anS(2,3)−−−−−−−−−−−→ Linse 9 Linse 10 Drehung um 120◦−−−−−−−−−−→ Linse 8
Linse 10
Spiegelung anS(4,6)−−−−−−−−−−−→ Linse 11
und wir erhalten somit:
Abbildung 3.54.: Bezu¨glich der Einschra¨nkung VF ′ existiert fu¨r Linse 7 nur ein Teilgebiet.
(a) Die Teilgebiete bezu¨glich Linse 8 (b) Die Teilgebiete bezu¨glich Linse 12
Abbildung 3.55.: Bezu¨glich der Einschra¨nkung VF ′ existieren fu¨r Linse 8 und Linse 12 jeweils
zwei Teilgebiete.
(a) Die Teilgebiete bezu¨glich Linse 9 (b) Die Teilgebiete bezu¨glich Linse 11
Abbildung 3.56.: Bezu¨glich der Einschra¨nkung VF ′ existieren fu¨r Linse 9 und Linse 11 jeweils
vier Teilgebiete.
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Linse 7 besitzt damit eine eindeutige Linsenfu¨llung, Linse 8 und Linse 12 realisieren
jeweils zwei der theoretisch zehn Fu¨llmo¨glichkeiten und Linse 9 sowie Linse 11 besitzen
je vier verschiedene Fu¨llungen.
Fassen wir alle Ergebnisse zusammen, so ergibt sich die Situation wie in Abbildung 3.57
gezeigt. Schwarz markiert ist die Nummerierung der Linsen wie in Abbildung 3.21 ein-
gefu¨hrt. Der rot gekennzeichnete Index jeder Linse nennt daru¨ber hinaus die soeben er-
mittelte Anzahl der mo¨glichen Linsenfu¨llungen in Bezug auf die gewa¨hlte Einschra¨nkung
VF ′ .
Abbildung 3.57.: Die Anzahl der Linsenfu¨llungen des flachen Pflastersteins bezu¨glich der in
Abbildung 3.46 festgelegten Einschra¨nkung VF ′
Durch Einschra¨nkung auf ein anderes Sechstel des Gebiets VF gelten die Aussagen ent-
sprechend fu¨r jeweils andere innere und a¨ußere Linsen. Die prinzipielle Konstellation43
bleibt jedoch stets die Gleiche, und damit ist Beobachtung 3.23 gezeigt!
Unter Beru¨cksichtigung der Beobachtungen 3.13 und 3.14 sowie 3.17 und 3.18 ko¨nnen
wir abschließend noch die Anzahl der Pflastersteine ermitteln, die den flachen Stein im
Deflationsfall unterteilen, vgl. [O1],[O2]. Es gilt:
Beobachtung 3.24. Der flache Stein des groben Musters ME′ wird mit 34 langen und
21 flachen Pflastersteinen des feinen Musters SME ausgefu¨llt.
Beweis. Die Unterteilung des groben flachen Steins setzt sich nach den Ergebnissen
dieses Abschnitts zusammen aus:
• langen Pflastersteinen, die um jede alte Ecke ω12 herum anliegen. Die Beobach-
tungen 3.14 und 3.18 kla¨ren dabei, wie viele dieser insgesamt 20 langen Steine um
jede alte Ecke jeweils auch tatsa¨chlich im Inneren des flachen Steins liegen.
• der Lu¨cke im Inneren des Steins. Diese ist mit insgesamt 13 langen und 6 flachen
Pflastersteinen gefu¨llt, siehe Beobachtung 3.17.
43Zwei benachbarte innere Linsen sind eindeutig gefu¨llt, ebenso die zwischen diesen beiden Linsen
liegende a¨ußere Linse, usw.
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• den Linsen, fu¨r die es nach Beobachtung 3.13 eine bis auf Isomorphie eindeutige
Fu¨llung, bestehend aus 5 langen und 5 flachen Pflastersteinen, gibt.
Da die Linsen, welche nach den Ergebnissen in 3.4 an jeder beliebigen Kante des groben
Musters ME′ existieren, allerdings nicht vollsta¨ndig im Inneren des groben flachen Steins
liegen, bleibt als ein letzter Punkt zu kla¨ren, welcher Teil der Linsen jeweils ins Innere
des flachen Steins ragt. Betrachten wir die folgende schematische Darstellung, so wird
klar, dass diese Frage implizit ebenfalls bereits beantwortet worden ist.
Abbildung 3.58.: Schematische Darstellung des unterteilten flachen Pflastersteins
Bemerkungen zu Abbildung 3.58:
• Zwischen einer alten Ecken ω12, gelb markiert, und einer Blumenecke ω6a, blau
markiert, liegen um jede Kante fu¨nf lange Pflastersteine an, vgl. Abbildung 3.16.
• An diese langen Pflastersteine schließen direkt die Linsen an, was bedeutet, dass
jeweils eine Grundseite dieser langen Steine Teil des Linsengeha¨uses ist, siehe Ab-
bildung 3.20.
• Welcher Teil der Linsen ins Innere des flachen Pflastersteins ragt, ist damit implizit
bereits durch die Frage, wie viele der langen Pflastersteine um jede alte Ecke ω12
herum jeweils im Inneren des flachen Pflastersteins liegen, vgl. die Beobachtungen
3.14 und 3.18, gekla¨rt worden.
• Nach Beobachtung 3.18 wissen wir, dass an jeder der sechs spitzen Ecken des
flachen Steins jeweils zwei halbe lange Pflastersteine im Inneren dieses Steins liegen.
Diese sind in Abbildung 3.58 gelb eingezeichnet. Fu¨r die sechs Grundseiten eines
jeden solchen langen Pflastersteins gilt folglich: Je zwei Goldene Rauten liegen
außerhalb des flachen Steins, je zwei Rauten liegen gerade zur Ha¨lfte im Inneren
des flachen Steins und je zwei Rauten liegen stets innerhalb des flachen Steins.
• Betrachten wir exemplarisch den mit P gekennzeichneten langen Pflasterstein, so
gilt: Die Grundseite dieses Steins, die Teil des Geha¨uses von Linse 7 ist, liegt zur
Ha¨lfte im Inneren des flachen Steins, die Grundseite, die Teil des Geha¨uses von
Linse 1 ist, liegt dagegen ganz im Inneren des flachen Steins.
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• Unter Beru¨cksichtigung der Symmetrien des flachen Steins, vgl. Beobachtung 3.21,
kann dieses Ergebnis schließlich auf alle u¨brigen in Abbildung 3.58 gelb markierten
langen Pflastersteine u¨bertragen werden, und damit ist klar, dass jede a¨ußere Linse
jeweils zu 1
10
und jede innere Linse stets zu 2
5
im Inneren des flachen Steins liegt.
Bezeichnet L den langen und F den flachen Stein, so gilt demnach fu¨r die Anzahl AF
der langen und flachen Pflastersteine des feinen Musters SME im Inneren des groben
flachen Steins:




+ 13L+ 6F︸ ︷︷ ︸
Lu¨cke










= 34L+ 21F .
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3.5.2. Die Unterteilung des langen Pflastersteins
Das Vorgehen gestaltet sich analog zu dem im Fall des flachen Steins. Zu kla¨ren sind auch
hier die folgenden drei Fragen: Mit welchen Pflastersteinen des feinen Musters SME wird
die Lu¨cke im Inneren des groben langen Steins gefu¨llt und ist diese Fu¨llung der Lu¨cke
eindeutig, was passiert an den Ecken dieses Steins und wie viele der zehn zueinander
isomorphen Fu¨llmo¨glichkeiten werden fu¨r jede der Linsen tatsa¨chlich realisiert?
Die Ecken
Wir wollen zuna¨chst kla¨ren, was an den einzelnen Ecken des groben langen Pflastersteins
geschieht: Wie viele der jeweils 20 um eine alte Ecke herum anliegenden langen Steine
des feinen Musters SME, vgl. Beobachtung 3.12, liegen auch tatsa¨chlich im Inneren des
groben langen Pflastersteins?
Beobachtung 3.25. An den zwei spitzen Ecken des groben langen Pflastersteins liegt
jeweils ein ganzer langer Pflasterstein des feinen Musters SME im Inneren des Steins.
Beweis. Hierzu muss Abbildung 3.23 um die schematische Darstellung einer spitzen Ecke
des langen Steins erga¨nzt werden:
Abbildung 3.59.: Eine spitze Ecke des langen Steins samt 15 der insgesamt 20 Mo¨glichkeiten,
mit den dargestellten Ikosaederecken einen langen Stein, ausgehend von einer spitzen Ecke, zu
realisieren
Bemerkungen zu Abbildung 3.59:
• Orange markiert sind die drei Ikosaederecken, die eine spitze Ecke des langen Steins
bilden: Es sind paarweise direkte Nachbarn im Ikosaeder.
• Gelb markiert sind die 15 Mo¨glichkeiten, mit den elf dargestellten Ikosaederecken
einen langen Pflasterstein, ausgehend von seiner spitzen Ecke, zu bilden, vgl. Ab-
bildung 3.23.
• Allein die gelb untermalte Kombinationsmo¨glichkeit liegt ganz im Aufspann der
drei orange markierten Ikosaederecken, und damit liegt genau ein langer Pflaster-
stein ganz im Inneren des groben langen Steins.
Mit denselben Methoden erhalten wir fu¨r die stumpfen Ecken des langen Pflastersteins:
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Beobachtung 3.26. An den sechs stumpfen Ecken des groben langen Pflastersteins
liegen jeweils ein ganzer und vier halbe lange Pflastersteine des feinen Musters SME im
Inneren des Steins.
Beweis. In diesem Fall erga¨nzen wir Abbildung 3.23 um eine stumpfe Ecke des langen
Steins:
Abbildung 3.60.: Eine stumpfe Ecke des langen Steins samt 15 der insgesamt 20 Mo¨glich-
keiten, mit den dargestellten Ikosaederecken einen langen Stein, ausgehend von einer spitzen
Ecke, zu realisieren
Bemerkungen zu Abbildung 3.60:
• Lila markiert sind die drei Ikosaederecken, die eine stumpfe Ecke des langen Steins
bilden: Es sind zwei u¨berna¨chste Nachbarn und ein direkter Nachbar im Ikosaeder.
• Gelb markiert sind wieder die 15 Mo¨glichkeiten, mit den elf dargestellten Ikosa-
ederecken einen langen Pflasterstein, ausgehend von seiner spitzen Ecke, zu bilden.
• Gewissermaßen in der Mitte der drei lila markierten Ecken liegt eine weitere Iko-
saederecke. Gemeinsam mit den beiden lila gekennzeichneten Ecken, die gerade
direkte Nachbarn im Ikosaeder sind, bildet diese Ecke einen langen Stein, welcher
ganz im Inneren des groben langen Steins liegt. In obiger Zeichnung entspricht
diese Kombinationsmo¨glichkeit dem gelb untermalten Dreieck.
• Weil in obiger Zeichnung die Verbindung zwischen zwei benachbarten Ikosaeder-
ecken gerade der Raute, die von eben diesen beiden Ikosaederecken im Raum auf-
gespannt wird, entspricht, ko¨nnen wir fu¨r jede der mit 1 bis 4 gekennzeichneten
Kombinationsmo¨glichkeiten feststellen: Eine Raute liegt jeweils ganz im Inneren
des von den lila markierten Ecken aufgespannten groben langen Steins, eine Raute
liegt gerade zur Ha¨lfte in eben diesem Stein und eine Raute liegt stets außerhalb
des langen Steins. Folglich bilden sa¨mtliche genannten Kombinationen gerade lange
Pflastersteine, die jeweils zur Ha¨lfte im Inneren des groben langen Steins liegen.
Wir wissen nun, was an den Ecken eines beliebigen langen Pflastersteins geschieht und
ko¨nnen uns daher in einem zweiten Schritt mit der Frage nach der Lu¨cke im Inneren
dieses Steins befassen.
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Die Lu¨cke im Inneren des Steins
Bevor gekla¨rt werden kann, welche Pflastersteine des feinen Musters SME im Inneren
der Lu¨cke des groben langen Steins liegen und ob die Fu¨llung der Lu¨cke eindeutig ist,
muss erst einmal die grundsa¨tzliche Gestalt dieser Lu¨cke ermittelt werden. Dazu wollen
wir uns die Struktur der Linsen im langen Stein ansehen.
Abbildung 3.61.: Der Zusammenhang zwischen Linse 3 und Linse 9 sowie Linse 10
Wir sehen: Linse 3 und Linse 9 sowie Linse 3 und Linse 10 sind untereinander jeweils
durch eine Raute verbunden, in Abbildung 3.61 gru¨n markiert. Aber auch Linse 9 und
Linse 10 teilen sich eine Raute. Diese liegt senkrecht zur Blickrichtung in Abbildung
3.61 und entspricht daher gerade der gelb markierten Kante! Dieselben Beobachtun-
gen gelten auch fu¨r die Linsen 6 und 7 sowie 12, vgl. Abbildung 3.21. Nicht gekla¨rt ist
allerdings noch, wie die sechs u¨brigen Linsen untereinander verbunden sind. Aus Ab-
bildung 3.61 ist dies nicht zu entnehmen, denn hier sind diese Linsen nichts anderes
als ein unu¨bersichtliches Durcheinander von Punkten und Kanten. Wir mu¨ssen daher
die Perspektive a¨ndern und betrachten im Folgenden die Linsen 1 und 2 sowie 4 und 5
sowie 8 und 11 isoliert vom Rest des langen Pflastersteins und um 90◦ im Raum gedreht.
Bemerkungen zu Abbildung 3.62:
• Die gelben Punkte sind die Eckpunkte des groben langen Pflastersteins. Zu sehen
sind fu¨nf der sechs stumpfen Ecken: Drei davon sind gut sichtbar, die u¨brigen zwei
eher verdeckt.
• Die blauen Punkte sind die Nachbarpunkte der alten Ecken im feinen Muster SME.
Diese sind bekanntlich alle vom Typ ω6a, d. h. sogenannte Blumenecken.
• Im Unterschied zu Abbildung 3.61 ist hier nun eine klare Struktur erkennbar:
Die Linsen 1 und 2 sowie 4 und 5 sowie 8 und 11 bilden gemeinsam eine Art
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Abbildung 3.62.: Der Zusammenhang der Linsen 1 und 2 sowie 4 und 5 sowie 8 und 11
Linsenring , bei dem eine jede Linse mit ihrem linken und rechten Nachbarn durch
eine gemeinsame Raute verbunden ist. Diese gemeinsamen Rauten sind in obiger
Abbildung gru¨n markiert.
• Die Mitte des Linsenrings ist nicht geschlossen, was bedeutet, dass sich die Lu¨cke
im Inneren des Steins auch tatsa¨chlich u¨ber den ganzen Stein erstreckt und nicht
etwa durch die dicht beieinander liegenden Linsen 1 und 2 sowie 4 und 5 sowie 8
und 11 unterbrochen wird.
Damit ergibt sich das folgende Prinzipbild:
Abbildung 3.63.: Der Schnitt der Linsen im langen Stein
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Wir wissen somit nicht nur, was in Richtung der Linsen im feinen Muster SME geschieht
– hier liegen entsprechend den U¨berlegungen in 3.4 von den alten Ecken aus jeweils lange
Pflastersteine an, vgl. Abbildung 3.20 – sondern auch, wie die einzelnen Linsen unterein-
ander verbunden sind, siehe Abbildung 3.63. Damit haben wir die Lu¨cke im Inneren des
groben Steins sozusagen vollsta¨ndig umrandet: Will man nun die gesuchte Gestalt dieser
Lu¨cke ermitteln, so muss man Abbildung 3.61 um noch genau die langen Pflastersteine
des feinen Musters SME erga¨nzen, welche nach den Beobachtungen 3.25 und 3.26 auch
tatsa¨chlich im Inneren des groben langen Steins liegen!
Aufgrund der Komplexita¨t der sich ergebenden Darstellung, wird im Folgenden die Lu¨cke
im Inneren des groben langen Steins ohne die Linsen und die restlichen schon bekannten
Steine des feinen Musters SME gezeigt:
Abbildung 3.64.: Die Lu¨cke im Inneren des groben langen Pflastersteins
Abbildung 3.65.: Die Lu¨cke im Inneren des groben flachen Steins um 90◦ gedreht
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Beobachtung 3.27. Die Lu¨cke im Inneren des groben langen Pflastersteins ist ein
gleichseitiges Polyeder, bestehend aus 54 Goldenen Rauten, und hat die Gestalt zweier
sich schneidender Rhombentriakontaeder.
Beweis. Dies sehen wir sofort anhand der eben gezeigten Abbildungen 3.64 und 3.65.
Fu¨r ein besseres Versta¨ndnis wollen wir Abbildung 3.65 noch erga¨nzen und fu¨r jede der
Rauten der beiden Rhombentriakontaeder im Einzelnen angeben, wie diese dem langen
Pflasterstein zuzuordnen ist:
Abbildung 3.66.: Die Zuordnung der Rauten, die die Lu¨cke im Inneren des groben langen
Steins bilden. Im rechten Bild sind die unteren Rauten farbig markiert.
Bemerkungen zu Abbildung 3.66:
• Die 30 gelb markierten Rauten bilden jeweils eine der Grundseiten der langen
Pflastersteine des feinen Musters SME, welche nach den Beobachtungen 3.25 und
3.26 um die einzelnen Ecken des groben langen Steins herum existieren und im
Inneren des groben langen Steins liegen.
• Die 18 gru¨n markierten Rauten sind jeweils Teil der genannten Linsen, genauer
des Linsengeha¨uses.
• Die sechs blau markierten Rauten folgen aus der Existenz der gelben Rauten: Je
vier gelbe Rauten bilden gemeinsam eine blaue Raute.
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Bemerkung. Das Rhombentriakontaeder, welches an die Linsen 6 und 7 sowie 12 an-
schließt, wollen wir im Folgenden als vorderes Rhombentriakontaeder bezeichnen, und
analog dazu das Rhombentriakontaeder, das an die Linsen 3 und 9 sowie 10 anschließt,
als hinteres Rhombentriakontaeder, vgl. Abbildung 3.66.
Damit ist die Gestalt der Lu¨cke im Inneren des groben langen Pflastersteins bekannt
und wir ko¨nnen kla¨ren, mit wie vielen Pflastersteinen des feinen Musters SME diese
Lu¨cke gefu¨llt werden kann und ob diese Fu¨llung eindeutig ist. In Bezug auf die Frage
nach der Eindeutigkeit der Unterteilung des groben langen Pflastersteins ist dies ein
entscheidender Punkt: Sollte es mehr als eine Mo¨glichkeit geben, die Lu¨cke im Inneren
des groben langen Steins mit Pflastersteinen des feinen Musters SME zu fu¨llen, dann
folgt daraus sofort, dass es – wie auch im Fall des flachen Pflastersteins – keine vo¨llig
eindeutige Unterteilung des groben langen Steins gibt!44 Auch in diesem Zusammenhang
ist bereits ein erstes Ergebnis bekannt, vgl. Beobachtung 3.13.
Beobachtung 3.28. Bis auf Isomorphie gibt es genau eine Mo¨glichkeit, ein Rhomben-
triakontaeder mit langen und flachen Pflastersteinen zu fu¨llen:
Rhombentriakontaeder = 10 lange Steine + 10 flache Steine.
Beweis. Wie schon im Beweis zu Beobachtung 3.13 erwa¨hnt, ist auch das Rhombentria-
kontaeder eines der fu¨nf Goldenen Isozonoeder, genannt K30, und fu¨r dieses gilt nach
Coxeter: K30 = 10A6 + 10O6, wobei A6 wieder den langen und O6 den flachen Pflaster-
stein bezeichnet, siehe [C],[MT],[S3] sowie Seite 14 und 15.
Mit Hilfe dieser Beobachtung kann man nun sofort sagen, mit welchen Pflastersteinen
des feinen Musters SME die Lu¨cke im Inneren des groben langen Steins gefu¨llt wird:
Beobachtung 3.29. Die Lu¨cke im Inneren des groben langen Steins ist mit 19 flachen
und 20 langen Pflastersteinen des feinen Musters SME gefu¨llt.
Beweis. Mit Beobachtung 3.28 folgt, dass zwei Rhombentriakontaeder gerade mit 20
flachen und 20 langen Pflastersteinen gefu¨llt werden ko¨nnen. Da die Lu¨cke im Inneren
des langen Steins die Gestalt zweier sich schneidender Rhombentriakontaeder hat, vgl.
Beobachtung 3.27, stellt sich die Frage: Welche Steine liegen innerhalb dieses Schnitts?
Die Antwort ergibt sich mit einem Blick auf Abbildung 3.67: Dort sehen wir, dass der
Schnitt der beiden Rhombentriakontaeder gerade aus einem flachen Stein besteht. Damit
folgt insgesamt, dass die Lu¨cke im Inneren des groben langen Steins mit 20 − 1 = 19
flachen und 20 langen Pflastersteinen gefu¨llt werden kann.
44Umgekehrt folgt aus einer eindeutigen Fu¨llung der Lu¨cke aber noch nicht, dass der grobe lange
Pflasterstein auch eine eindeutige Unterteilung besitzt: Es bleibt noch die Frage nach der Fu¨llung der
Linsen zu beantworten!
132
3.5. Die Festlegung auf einen Pflasterstein
Abbildung 3.67.: Der Schnitt der beiden Rhombentriakontaeder besteht genau aus einem
flachen Pflasterstein des feinen Musters SME .
Doch wie viele Mo¨glichkeiten gibt es, die Lu¨cke im Inneren des groben langen Steins mit
eben 19 flachen und 20 langen Pflastersteinen des feinen Musters SME zu fu¨llen?
Um dies zu beantworten, muss nun auch fu¨r den langen Pflasterstein das bisherige Vorge-
hen weiter konkretisiert werden: Wir mu¨ssen festlegen, von welchen Einheitsrichtungen
±vi mit 1 ≤ i ≤ 6 der gewa¨hlte Stein im groben Muster ME′ aufgespannt werden soll.
Daran anschließend ist zu kla¨ren, welche Gebiete im Fenster V eben diesen Stein auch
tatsa¨chlich bilden. Die Vereinigung all dieser Gebiete ist dann wieder genau der Teil des
Fensters V im Hilfsraum F , mit dem wir im Folgenden arbeiten.
O. B. d. A. nehmen wir an, dass der lange Pflasterstein im groben Muster ME′ ausgehend
von einer stumpfen Ecke von den Einheitsrichtungen −v2 und −v3 sowie +v6 aufgespannt
wird. Analog zu der bisherigen Notation im Fall des flachen Steins bezeichnen wir auch
hier fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 die Einheitsrichtungen ±ϕ3vi im feinen Muster SME wieder mit
±i, vgl. Abbildung 3.11 sowie die Bemerkung auf Seite 83.
Abbildung 3.68.: Der grobe lange Stein im Muster ME′ , aufgespannt von den Vektoren −v2
und −v3 sowie +v6, samt den entsprechenden Einheitsrichtungen im feinen Muster SME
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Abbildung 3.69.: Diese Koordinaten ergeben sich fu¨r das feine Muster SME .
Bemerkung. Im Folgenden gehen wir stets von der in obiger Abbildung mit zE′ ge-
kennzeichneten vorderen stumpfen Ecke des groben langen Pflastersteins aus.
Doch welche Gebiete im Fenster V realisieren nun diesen langen Stein mit den von uns
gewa¨hlten Einheitsrichtungen −v2 und −v3 sowie +v6?
Beobachtung 3.30. Die Vereinigung VL aller Gebiete, die den langen Pflasterstein
ausgehend von einer stumpfen Ecke mit den Einheitsrichtungen −v2 und −v3 sowie +v6
realisieren, hat selbst die Gestalt eines langen Pflastersteins.
Beweis. Analog zum Vorgehen im Fall des flachen Steins, vgl. den Beweis zu Beobach-
tung 3.19, mu¨ssen die gesuchten Gebiete des Fensters V im Hilfsraum F die folgenden
drei Bedingungen erfu¨llen:
1. Die Einheitsrichtungen −w2 und −w3 sowie +w6 mu¨ssen erlaubt sein.
2. Die Einheitsrichtung +w5 darf nicht existieren.
3. Die Verschiebung dieser Gebiete im Hilfsraum F in Richtung −w2 und −w3 sowie
+w6 und −w2 + w6 sowie −w3 + w6 und −w2 − w3 sowie −w2 − w3 + w6 muss
ebenfalls wieder im Fenster V liegen.
Das in Abbildung 3.70 gezeigte Teilgebiet VL des Fensters V erfu¨llt gerade die Bedin-
gungen 1 bis 3 und realisiert somit ausgehend von einer stumpfen Ecke den von uns
gewa¨hlten langen Pflasterstein mit den Einheitsrichtungen −v2 und −v3 sowie +v6. Da-
bei hat VL selbst die Gestalt eines langen Pflastersteins.
Um die Bedingungen 1 und 2 nachzupru¨fen, mu¨ssen wir wieder mit Hilfe des Analogie-
prinzips A.6 ermitteln, welche Einheitsrichtungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6 in den einzelnen
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Abbildung 3.70.: Links die Oberseite und rechts die Unterseite des Gebiets VL. Fu¨r die
Dodekaederecken sind jeweils nur zwei der drei formal mo¨glichen Schreibweisen angegeben,
diese werden im Folgenden beno¨tigt.
Gebieten, die wir in Abbildung 3.70 sehen, jeweils erlaubt sind. Tabelle 3.5 gibt dazu
Auskunft. Beachte, dass die Fensterraute R(5,−6) auf der Ebene A(5,−6) liegt, fu¨r die Farb-
wahl der einzelnen Gebietstypen siehe Tabelle 2.2. Entsprechend der Gestalt des Gebiets
VL als der eines langen Pflastersteins bezeichnen wir die vier Begrenzungsfla¨chen auf den





Ein Vergleich der jeweils erlaubten Einheitsrichtungen zeigt auch hier, dass alle in Ta-
belle 3.5 genannten Gebiete die Bedingungen 1 und 2 erfu¨llen. Allerdings gestaltet sich
im Fall des langen Pflastersteins die Lage nicht mehr ganz so u¨bersichtlich wie im Fall
des flachen Pflastersteins, denn es existieren nun weitaus mehr Gebiete, die den langen
Stein theoretisch realisieren ko¨nnen. Es gilt:
Hilfsbeobachtung 5. Bis auf den Kern von V , das Gebiet Ω12, ko¨nnen theoretisch alle
Gebietstypen den langen Pflasterstein, ausgehend von einer stumpfen Ecke, realisieren.45
Beweis. Dies zeigt die Durchsicht der in Tabelle 3.5 ermittelten Gebiete: Es existieren
sowohl Gebiete des Typs Ω4 und Ω5 sowie Ω6a und Ω6b als auch Gebiete des Typs Ω7 und
Ω8 sowie Ω9 und Ω10, welche die Bedingungen 1 und 2 erfu¨llen und damit den langen
Pflasterstein mit den von uns gewa¨hlten Einheitsrichtungen −v2 und −v3 sowie +v6,
ausgehend von einer stumpfen Ecke, theoretisch realisieren ko¨nnen.
45Bedingung 3 muss wieder kla¨ren, ob sie es denn praktisch auch tun!
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Tabelle 3.5.: Die in den einzelnen Gebieten erlaubten Einheitsrichtungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6
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Bemerkung. Hier tritt nun der in der Bemerkung auf Seite 106 angesprochene Fall
auf, dass eventuell nur ein bestimmter Teil eines Gebiets den gewa¨hlten Stein tatsa¨chlich




Dort sehen wir: Die beiden Gebiete des Typs Ω8 und Ω9 existieren u¨ber den von uns in
Abbildung 3.70 gewa¨hlten Teil hinaus und liegen damit nicht vollsta¨ndig in VL.
Bemerkung. Tabelle 3.5 nennt nur die Gebiete in VL, welche an einer der sechs Be-
grenzungsfla¨chen von VL angrenzen bzw. davon geschnitten werden. Dies schließt jedoch
nicht aus, dass nicht noch weitere Gebiete im Inneren von VL existieren! Da jedoch alle
Gebiete in Tabelle 3.5 die Bedingungen 1 und 2 erfu¨llen und VL zusammenha¨ngend ist,
wissen wir nach Konstruktion des Fensters V , dass auch mo¨gliche weitere Gebiete in-
nerhalb von VL – und damit ganz VL – die Bedingungen 1 und 2 erfu¨llen mu¨ssen. Diese
Information allein ist fu¨r uns ausreichend, denn wir betrachten, wie auch schon im Fall
des Gebiets VF , das Gebiet VL stets nur als Ganzes: Es ist der Teil des Fensters V , der
fu¨r die Unterteilung des von uns gewa¨hlten langen Pflastersteins tatsa¨chlich betrachtet
werden muss!
Bedingung 3 la¨sst sich ganz analog zum Fall des flachen Steins wieder mit Hilfe der
U¨berlegungen bezu¨glich der Beobachtungen 1.12 und 1.14 sowie 1.15 berechnen. Exem-
plarisch wollen wir hier die Verschiebung L in Richtung −w2 und die Verschiebung L′
in Richtung −w2 + w6 zeigen.
In Abbildung 3.70 werden vier der acht Eckpunkte des Gebiets VL genannt. Die noch
fehlenden Eckpunkte, welche die Ober- und Unterseite von VL gemeinsam haben, sind
Φw5 + w1 − w5 = −Φw6 − w4 − w5 = Φw3 + w2 − w5
und
Φw5 + w4 − w5 = −Φw6 − w1 − w5 = Φw2 + w3 − w5.
Der letzte noch unbekannte Eckpunkt der Oberseite von VL ist −Φw6 und der letzte
noch unbekannte Eckpunkt der Unterseite von VL ist Φw5−w5. Fu¨r die vier Eckpunkte
der Seitenfla¨che auf der Ebene E
(1,3)
2− gilt nun:
L(−Φw6) = −Φw6 − w2 und L(Φw1 + w2) = (Φw1 + w2)− w2 = Φw1
sowie
L(Φw3 + w2) = Φw3 und L(Φw3 + w2 − w5) = Φw3 − w5
und damit wissen wir, dass diese Seitenfla¨che von VL unter L auf den Rand des Fensters
V – genauer gesagt auf die Fensterraute R(1,3) – abgebildet wird. Die Verschiebung in
Richtung −w2 zeigt folglich, warum das Gebiet VL an dieser Stelle gerade die genannte
Seitenfla¨che auf der Ebene E
(1,3)
2− besitzen muss und nicht gro¨ßer oder kleiner sein darf.
Die Verschiebung der restlichen fu¨nf Begrenzungsfla¨chen unter L la¨sst sich vo¨llig analog
dazu berechnen. Sie liegt im Inneren des Fensters V .
Mit dem gleichen Vorgehen erhalten wir fu¨r einen der vier Eckpunkte der Seitenfla¨che
auf der Ebene C(2,4) unter L′:
L′(Φw3 + w2) = (Φw3 + w2)− w2 + w6 = Φw3 + w6.
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Fu¨r die Berechnung der restlichen Eckpunkte ist etwas mehr Aufwand no¨tig:
L′(Φw5) = L′(Φw3 + w2 − w1)

























L′(Φw5 − w5) = L′(Φw5)− w5 = −Φw4 − w5.
Schließlich gilt fu¨r den vierten Eckpunkt
























und daher wird die Seitenfla¨che auf der Ebene C(2,4) unter L′ ebenfalls auf den Rand des
Fensters V – genauer gesagt auf die Fensterraute R(−2,−4) – abgebildet. Die Verschiebung
in Richtung −w2 +w6 ergibt demnach eine weitere Seitenfla¨che von VL, die Verschiebung
der restlichen fu¨nf Begrenzungsfla¨chen unter L′ liegt wieder im Inneren des Fensters V .
Analog zu diesem Vorgehen ergeben die Verschiebungen in Richtung −w3 und −w3 + w6
die u¨brigen beiden Seitenfla¨chen von VL, und die Verschiebung in Richtung−w2 − w3 + w6
zeigt schließlich, warum die Ebene E
(−5,6)
1+
die Grundfla¨che von VL bilden muss: VL kann
damit maximal die Gestalt eines langen Pflastersteins besitzen, denn wa¨re VL gro¨ßer,
dann la¨ge die Verschiebung in mindestens eine der genannten Richtungen nicht mehr im
Fenster V , was im Widerspruch zu Bedingung 3 steht!46
Bevor wir uns mit diesem Ergebnis wieder der Lu¨cke im Inneren des groben langen
Pflastersteins zuwenden, ist es auch hier hilfreich, sich mit den Symmetrien des langen
Steins vertraut zu machen.
46Die Verschiebung in Richtung −w2 − w3 liegt ganz im Inneren des Fensters V . Natu¨rlich ist es aber
auch notwendig, dies nachzupru¨fen!
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Beobachtung 3.31. Der lange Pflasterstein besitzt die folgenden Symmetrien:
• Er ist punktsymmetrisch zum Mittelpunkt seiner Diagonalen.
• Er ist drehsymmetrisch um einen Winkel von 120◦ um seine lange Diagonale.
• Er ist spiegelsymmetrisch zu drei Ebenen. Nach Wahl der Koordinaten sind das
die Spiegelebene S(1,3) durch die Einheitsrichtungen ±v1 und ±v3, die Spiegelebene
S(2,4) durch die Einheitsrichtungen ±v2 und ±v4 sowie die Spiegelebene S(5,6) durch
die Einheitsrichtungen ±v5 und ±v6.
Abbildung 3.71.: Die drei Spiegelebenen S(1,3) und S(2,4) sowie S(5,6) des langen Pflastersteins
Bemerkung. Im Folgenden ist es daher ausreichend, allein das vordere Rhombentria-
kontaeder zu betrachten. Durch die in Beobachtung 3.31 genannten Symmetrien, genau-
er gesagt die Punktsymmetrie, lassen sich die Ergebnisse sofort auch auf das hintere
Rhombentriakontaeder u¨bertragen!
Um nun die Frage, wie viele Mo¨glichkeiten es dafu¨r gibt, die Lu¨cke im Inneren des groben
langen Pflastersteins mit insgesamt 19 flachen und 20 langen Steinen des feinen Musters
SME zu fu¨llen, vollsta¨ndig beantworten zu ko¨nnen, sind neben der soeben getroffenen
Festlegung auf konkrete Einheitsrichtungen noch eine Reihe von Hilfsbeobachtungen
notwendig. Es gilt:
Hilfsbeobachtung 6. Das vordere Rhombentriakontaeder besitzt in seinem Inneren ei-
ne feste Struktur aus insgesamt vier langen und vier flachen Pflastersteinen des feinen
Musters SME. Diese immer existierende Struktur ist symmetrisch bezu¨glich der Spiegel-
ebene S(5,6).
Bemerkungen zu Abbildung 3.72:
• Gru¨n markiert sind drei der vier immer existierenden langen Steine. Der vierte
lange Stein liegt unterhalb des mit 2 gekennzeichneten langen Steins.
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Abbildung 3.72.: Die feste Struktur im Inneren des vorderen Rhombentriakontaeders
• Gelb markiert sind zwei der vier immer existierenden flachen Steine. Der hinte-
re dieser beiden Steine ist gerade der in Abbildung 3.67 gezeigte flache Stein im
Schnitt der beiden Rhombentriakontaeder. Zwei weitere flache Steine liegen unter-
halb der mit 1 und 3 gekennzeichneten langen Steine.
• An drei der Seitenfla¨chen des mit 2 markierten langen Steins grenzt jeweils ein
konvexes gleichseitiges Polyeder an. Dieses besteht aus zwo¨lf Goldenen Rauten
und soll im Folgenden Minilinse (B12, siehe [C],[MT]) genannt werden.
Bemerkung. Die Minilinsen sind eine entscheidende Hilfe in Bezug auf die Frage nach
der Fu¨llung des vorderen Rhombentriakontaeders: Ist na¨mlich Hilfsbeobachtung 6 ge-
zeigt, muss nur noch gekla¨rt werden, wie die drei Minilinsen mit langen und flachen
Pflastersteinen des feinen Musters SME gefu¨llt werden ko¨nnen! Da wir jedoch bereits
wissen, dass es bis auf Isomorphie nur genau eine Mo¨glichkeit gibt, ein Rhombentria-
kontaeder mit langen und flachen Pflastersteinen zu fu¨llen, und die Minilinsen Teil eines
solchen Rhombentriakontaeders sind, ist klar, dass auch in Bezug auf die Minilinsen eine
bis auf Isomorphie eindeutige Fu¨llung existieren muss, vgl. Hilfsbeobachtung 7.
Abbildung 3.73.: Die drei Minilinsen im vorderen Rhombentriakontaeder: links in blau und
grau markiert, rechts mit schwarz gekennzeichnet
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Beweis. Damit eine feste Struktur im Inneren des vorderen Rhombentriakontaeders exis-
tieren kann, muss es Punkte im Inneren dieses Rhombentriakontaeders geben, die immer
existieren und einen eindeutigen Eckentyp besitzen.
In Abbildung 3.72 sehen wir die Punkte A bis G, welche – anders als Punkt H – allesamt
im Inneren des vorderen Rhombentriakontaeders liegen. Tabelle 3.6 nennt die Koordina-
ten dieser Punkte gema¨ß der von uns getroffenen Festlegung. Ausgangspunkt ist dabei
stets die in Abbildung 3.69 gekennzeichnete vordere stumpfe Ecke zE′ des langen Steins,
denn von eben dieser Ecke aus wurde der grobe lange Stein aufgespannt! Wollen wir
Punkt Koordinaten
A 5, 1, 4
B 5, 1, 4,−2, 6
C 5, 1, 4,−3, 6
D 5, 1, 4,−2,−3
E 5, 1, 4,−2,−3, 6
F 5, 1, 4,−2
G 5, 1, 4,−3
Tabelle 3.6.: Die Koordinaten der Punkte im Inneren des vorderen Rhombentriakontaeders,
siehe Abbildung 3.72
also zeigen, dass die behauptete feste Struktur im Inneren des vorderen Rhombentria-
kontaeders existiert, so mu¨ssen wir mit Hilfe der bisherigen Methoden, vgl. den Beweis
zu Beobachtung 3.20, durch die Bestimmung der Eckenumgebung der Punkte A bis G
gerade diese eindeutigen Punkte im Inneren des vorderen Rhombentriakontaeders fin-
den!
Konkret bedeutet dies: Wollen wir beispielsweise wissen, welchen der Eckentypen ωj mit
j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12 der Punkt A annehmen kann, so mu¨ssen wir mittels der
Zerlegung der Einheitsvektoren in ihre jeweilige Lateral- und Ho¨henkomponente, vgl.
A.3, das um den Faktor ϕ3 verkleinerte Gebiet VL in Richtung −w5 −w1 −w4 verschie-
ben und u¨berpru¨fen, welche der Gebiete Ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12 im Fenster
V von dieser Verschiebung u¨berlagert werden. Auf diese Weise erhalten wir sofort die
mo¨glichen Eckentypen dieses Punktes. Wollen wir zusa¨tzlich wissen, welche Einheits-
richtungen ±ϕ3vi mit 1 ≤ i ≤ 6 im feinen Muster SME die ermittelten Eckentypen des
Punktes A konkret erlauben, so mu¨ssen wir noch die Abbildung S auf die Ergebnisse
anwenden, vgl. (3.1).
Der U¨bersicht halber werden nun auch in diesem Fall lediglich die Ergebnisse, nicht
aber die Konstruktionen gezeigt. Fu¨r die Punkte A und B sowie C und D im Inneren
des vorderen Rhombentriakontaeders erha¨lt man mit dem angesprochenen Vorgehen die
in Abbildung 3.74 dargestellte Situation: Die Punkte A und B sowie C sind jeweils
Ecken des Typs ω5, der Punkt D dagegen ist stets eine Ecke des Typs ω6b.
47 Wir haben
47Die Punkte B und C sind symmetrisch bezu¨glich der in Beobachtung 3.31 genannten Spiegelebene
S(5,6). Es ist daher ausreichend, die Eckenumgebung von einem der beiden Punkte zu bestimmen, die
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Abbildung 3.74.: Diese Punkte innerhalb des vorderen Rhombentriakontaeders besitzen
einen eindeutigen Eckentyp.
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damit vier Punkte im Inneren des vorderen Rhombentriakontaeders gefunden, die immer
existieren und einen eindeutigen Eckentyp besitzen. Aus den Eckenbildern der Punkte
A bis D folgt nun sofort die Existenz der restlichen drei Punkte im Inneren des vorderen
Rhombentriakontaeders, der Punkte E und F sowie G. Unter Beru¨cksichtigung von Be-
obachtung 3.10 erha¨lt man schließlich die in Abbildung 3.72 dargestellte feste Struktur
im Inneren des vorderen Rhombentriakontaeders.
Fassen wir das bisherige Wissen zusammen, so gilt:
V orderes Rhombentriakontaeder = feste Struktur + drei Minilinsen,(3.2)
wobei die feste Struktur aus insgesamt vier langen und vier flachen Pflastersteinen des
feinen Musters SME besteht.
Damit ist nur noch zu kla¨ren, wie die drei Minilinsen im Inneren des vorderen Rhomben-
triakontaeders mit langen und flachen Pflastersteinen des feinen Musters SME gefu¨llt
werden ko¨nnen. Gema¨ß der Bemerkung auf Seite 140 ist das folgende Ergebnis keine
U¨berraschung mehr:
Hilfsbeobachtung 7. Es existieren genau zwei Mo¨glichkeiten, eine Minilinse mit lan-
gen und flachen Pflastersteinen zu fu¨llen. Diese sind jedoch isomorph zueinander und
es gilt:
Minilinse = 2 lange Steine + 2 flache Steine.
Beweis. Die Minilinse ist ebenfalls eines der fu¨nf Goldenen Isozonoeder. Auf Grund ihrer
Gestalt wird sie auch Rhombendodekaeder genannt und in der Terminologie Coxeters
mit B12 bezeichnet, siehe den Beweis zu Beobachtung 3.13. Wiederum nach Coxeter gilt:
B12 = 2A6 + 2O6, wobei A6 den langen und O6 den flachen Pflasterstein bezeichnet,
siehe [C],[MT],[S3] sowie Seite 14 und 15.
Analog zum Fall der Linsen stellt sich also auch hier die Frage: Wie viele der theore-
tisch mo¨glichen Fu¨llungen werden im Einzelnen fu¨r jede der drei Minilinsen tatsa¨chlich
realisiert? Des Weiteren ist zu untersuchen, wie die unterschiedlichen Fu¨llmo¨glichkeiten
fu¨r die drei Minilinsen zusammenha¨ngen: Existieren diese unabha¨ngig voneinander oder
nicht? Dies ist deshalb wichtig, da es ja letztlich um die Anzahl der zueinander isomor-
phen Fu¨llmo¨glichkeiten des vorderen Rhombentriakontaeders insgesamt geht.48
Doch wann ist die Fu¨llung einer Minilinse eindeutig festgelegt? Anders als im Fall der
Linsen wollen wir hierzu nicht die Punkte im Inneren der Minilinsen auf ihre Ecke-
numgebung hin untersuchen, sondern Punkte, die das Geha¨use der Minilinse bilden. Es
gilt:
Eckenumgebung des anderen Punktes folgt dann durch Spiegelung der entsprechenden Gebietsbilder!
48Auf Grund der vorhandenen Symmetrien entscheidet somit diese Frage nach der Unabha¨ngigkeit
der Fu¨llmo¨glichkeiten der drei Minilinsen im vorderen Rhombentriakontaeder daru¨ber, wie viele
Fu¨llmo¨glichkeiten es fu¨r die Lu¨cke im Inneren des groben langen Steins insgesamt gibt!
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Hilfsbeobachtung 8. Die Kenntnis des Eckentyps eines der vier in Abbildung 3.75 her-
vorgehobenen Punkte la¨sst eindeutig auf die Fu¨llung der Minilinse, d. h. auf die Anord-
nung der beiden langen und flachen Pflastersteine des feinen Musters SME im Inneren
der Minilinse, schließen:
Abbildung 3.75.: Die Kenntnis des Eckentyps eines der vier gru¨n umrandeten Punkte legt
das Innere der Minilinse eindeutig fest.
Beweis. Betrachten wir exemplarisch die hintere linke Ecke der vier gru¨n umrandeten
Punkte, auf Grund der in Beobachtung 3.31 genannten Symmetrien gelten die diese Ecke
betreffenden U¨berlgungen auch fu¨r die u¨brigen drei Punkte.
Von der gewa¨hlten Ecke aus gibt es theoretisch die drei folgenden Mo¨glichkeiten fu¨r eine
weitere Kante, die ins Innere der Minilinse ragt:
Abbildung 3.76.: Diese drei Mo¨glichkeiten, jeweils gelb markiert, gibt es, dass von der gewa¨hl-
ten Ecke aus eine Kante ins Innere der Minilinse ragt.
Die ersten beiden Mo¨glichkeiten scheiden jedoch aus, denn die dort theoretisch mo¨gliche
Kante fu¨hrt praktisch zu einem Widerspruch: Es kann in beiden Fa¨llen keiner der beiden
Pflastersteine des feinen Musters SME gebildet werden, siehe dazu das linke Bild in
Abbildung 3.77. Die dritte Mo¨glichkeit fu¨hrt dagegen zu einer der beiden zueinander
isomorphen Fu¨llungen der Minilinse: Die blau markierten Kanten im rechten Bild in
Abbildung 3.77 mu¨ssen nach Beobachtung 3.10 existieren, und damit ist das Innere der
Minilinse bereits eindeutig bestimmt.
Da nur eine der drei genannten Mo¨glichkeiten zielfu¨hrend ist, stellt sich die Frage, ob
eventuell auch mehrere Kanten von der gewa¨hlten Ecke aus ins Innere der Minilinse
ragen ko¨nnten, erst gar nicht! Als ein Letztes bleibt daher noch der Fall zu kla¨ren,
was passiert, wenn von der gewa¨hlten Ecke aus u¨berhaupt keine der in Abbildung 3.76
gezeigten paarweise benachbarten Kanten ins Innere der Minilinse zeigt. Der Vergleich
144
3.5. Die Festlegung auf einen Pflasterstein
Abbildung 3.77.: Das linke Bild zeigt die Minilinse um 90◦ im Raum gedreht und veranschau-
licht den beschriebenen Widerspruch. Das rechte Bild zeigt die angesprochenen blau markierten
Kanten und damit die Fu¨llung der Minilinse, welche die dritte Mo¨glichkeit erzwingt.
mit der schematischen Darstellung der Pflastersteine in Abbildung 1.11 macht klar: In
diesem Fall muss an der gewa¨hlten Ecke ein flacher Pflasterstein des feinen Musters SME
mit seiner stumpfen Ecke anliegen, eine andere Mo¨glichkeit gibt es nicht. Dieser flache
Stein, in Abbildung 3.78 gelb markiert, erzwingt nun aber wegen Beobachtung 3.10 die
drei u¨brigen Steine im Inneren der Minilinse, und wir erhalten auf diese Weise die zweite
Fu¨llmo¨glichkeit der Minilinse:
Abbildung 3.78.: Der erzwungene flache Pflasterstein des feinen Musters SME . Die blau
markierte Kante existiert auf Grund von Beobachtung 3.10 und damit ist das Innere der
Minilinse eindeutig festgelegt.
Kennen wir nun den genauen Eckentyp ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12 eines der vier
in Abbildung 3.75 gru¨n umrandeten Punkte, so wissen wir damit insbesondere, ob eine
Kante von dieser Ecke aus ins Innere der Minilinse ragt oder nicht. Wie gezeigt, ist dieses
Wissen jedoch gerade ausreichend, um die Fu¨llung der Minilinse eindeutig festzulegen –
Beobachtung 3.10 war diesbezu¨glich wieder eine entscheidende Hilfe!
Durch Betrachtung der Eckenbilder der Punkte E und F sowie G, vgl. Abbildung 3.72,
kann damit die Frage nach der Anzahl und Unabha¨ngigkeit der Fu¨llmo¨glichkeiten der
drei Minilinsen im Inneren des vorderen Rhombentriakontaeders gekla¨rt werden.
Hilfsbeobachtung 9. Es existieren genau drei zueinander isomorphe Mo¨glichkeiten,
die drei Minilinsen im Inneren des vorderen Rhombentriakontaeders mit langen und
flachen Pflastersteinen des feinen Musters SME zu fu¨llen.
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Beweis. Auf Grund von Hilfsbeobachtung 8 und der Tatsache, dass die Punkte E und
F sowie G jeweils Teil des Geha¨uses von zwei der drei Minilinsen im vorderen Rhom-
bentriakontaeder sind, vgl. Abbildung 3.72, gilt:
• Das Eckenbild des Punktes E legt die Fu¨llungen der in Abbildung 3.73 blau und
grau markierten Minilinsen eindeutig fest.
• Das Eckenbild des Punktes F legt die Fu¨llungen der in Abbildung 3.73 blau und
schwarz markierten Minilinsen eindeutig fest.
• Das Eckenbild des Punktes G legt die Fu¨llungen der in Abbildung 3.73 grau und
schwarz markierten Minilinsen eindeutig fest.
Genau genommen beno¨tigen wir damit nur die Eckenbilder von zwei dieser drei Punk-
te, der Vollsta¨ndigkeit halber werden jedoch alle drei Bilder gezeigt. Mit dem gleichen
Vorgehen wie im Beweis zu Hilfsbeobachtung 6 bzw. im Beweis zu Beobachtung 3.20
erhalten wir fu¨r die Punkte E und F sowie G:49
Abbildung 3.79.: Diese Punkte sind fu¨r die Fu¨llungen der Minilinsen im vorderen Rhom-
bentriakontaeder verantwortlich, vgl. Abbildung 3.72.
Die Punkte E und F sowie G ko¨nnen demnach allesamt Ecken des Typs ω4 und ω5 sowie
ω6a sein. Insgesamt zerfa¨llt das Gebiet VL in die folgenden sechs Teilgebiete:
49Beachte: Hier sind nun die Punkte F und G spiegelsymmetrisch bezu¨glich S(5,6). Das bedeutet, dass
das Gebietsbild des einen Punktes sofort durch Anwendung der genannten Spiegelung aus dem des
anderen Punktes gewonnen werden kann!
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Abbildung 3.80.: In diese Teilgebiete zerfallen die Eckenbilder der Punkte E undF sowieG.
Auf Grund von Beobachtung 1.20 ist es im Fall des langen Steins nun jedoch ausreichend,
nur genau die Ha¨lfte des Gebiets VL zu betrachten. O. B. d. A. legen wir uns daher im
Weiteren auf die folgende Einschra¨nkung VL′ fest:
Abbildung 3.81.: Die Einschra¨nkung VL′ des Gebiets VL auf die Ha¨lfte des Gesamtgebiets
In Bezug auf die Einschra¨nkung VL′ erhalten wir: Die Eckenbilder der Punkte E und F
sowie G zerfallen in die mit 1 bis 3 gekennzeichneten drei Teilgebiete. Da sich nun bei
einem Wechsel von einem der Teilgebiete in ein anderes mindestens einer der Eckentypen
der Punkte E und F sowie G a¨ndert, a¨ndert sich auch mindestens eine der Fu¨llungen
der drei Minilinsen.50 Damit gibt es insgesamt genau drei verschiedene Mo¨glichkeiten,
die drei Minilinsen im vorderen Rhombentriakontaeder mit jeweils zwei langen und zwei
flachen Pflastersteinen des feinen Musters SME zu fu¨llen. Die Fu¨llmo¨glichkeiten der drei
Minilinsen sind demzufolge nicht vo¨llig unabha¨ngig voneinander!
Mit den Hilfsbeobachtungen 6 bis 9 wissen wir nicht nur, mit welchen Pflastersteinen des
feinen Musters SME das vordere Rhombentriakontaeder gefu¨llt wird, sondern auch, wie
viele Mo¨glichkeiten es fu¨r eine solche Fu¨llung gibt. Wie bereits erwa¨hnt, lassen sich auf
Grund der in Beobachtung 3.31 genannten Symmetrien des langen Pflastersteins diese
50Die Kanten, die von den Punkten E und F sowie G aus existieren, teilen sich gerade auf in Kanten,
die immer existieren und Teil der in Hilfsbeobachtung 6 beschriebenen festen Struktur im vorderen
Rhombentriakontaeder sind, und Kanten, die existieren ko¨nnen, aber nicht mu¨ssen. Letztere bestim-
men gerade die Fu¨llung der entsprechenden Minilinsen!
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Ergebnisse unmittelbar auch auf das hintere Rhombentriakontaeder u¨bertragen. Fu¨r die
Lu¨cke im Inneren des groben langen Pflastersteins folgt somit insgesamt, siehe (3.2):
Lu¨cke = feste Struktur + sechs Minilinsen,(3.3)
wobei sich die feste Struktur in diesem Fall gerade aus acht langen und sieben flachen
Pflastersteinen des feinen Musters SME zusammensetzt.
51
Schließlich erhalten wir damit auch die Antwort auf die Ausgangsfrage nach der An-
zahl der Mo¨glichkeiten, die Lu¨cke im Inneren des groben langen Steins mit 19 flachen
und 20 langen Pflastersteinen des feinen Musters SME zu fu¨llen:
Beobachtung 3.32. Es existieren genau drei zueinander isomorphe Mo¨glichkeiten, die
Lu¨cke im Inneren des groben langen Pflastersteins mit 19 flachen und 20 langen Steinen
des feinen Musters SME zu fu¨llen.
Beweis. Auf Grund der in Beobachtung 3.31 genannten Punktsymmetrie besitzt nicht
nur das vordere Rhombentriakontaeder genau drei zueinander isomorphe Mo¨glichkeiten,
die drei Minilinsen in seinem Inneren mit langen und flachen Pflastersteinen des feinen
Musters SME zu fu¨llen, sondern auch das hintere Rhombentriakontaeder, vgl. Hilfsbe-
obachtung 9. Die Frage ist nur, wie sich diese Fu¨llungen zueinander verhalten: Treten sie
unabha¨ngig voneinander auf oder nicht? Fu¨r die Fu¨llung der drei Minilinsen im hinteren
Rhombentriakontaeder sind dabei die zu E und F sowie G punktsymmetrischen Punk-
te E ′ und F ′ sowie G′ verantwortlich, und deren Gebietsbilder erha¨lt man theoretisch
durch Punktspiegelung der schon bekannten Gebietsbilder der Punkte E und F sowie G.
Da nun aber der Schnitt dieser drei Gebietsbilder punktsymmetrisch ist, vgl. Abbildung
3.80, folgt sofort, dass durch die Hinzunahme der Punkte E ′ und F ′ sowie G′ insgesamt
keine weiteren Teilgebiete hinzukommen. Es existieren damit fu¨r die gesamte Lu¨cke im
Inneren des groben langen Steins nur drei zueinander isomorphe Fu¨llmo¨glichkeiten, d. h.
die Fu¨llungen der Minilinsen im vorderen und hinteren Rhombentriakontaeder treten
nicht unabha¨ngig voneinander auf!
Mit diesem Ergebnis ist klar: Auch im Fall des langen Pflastersteins gibt es keine vo¨llig
eindeutige Unterteilung! Als ein letzter Punkt bleibt noch die Frage nach der Fu¨llung
der Linsen im Fall des langen Pflastersteins zu kla¨ren.
Die Fu¨llung der Linsen
Theoretisch gibt es nach Beobachtung 3.13 auch fu¨r den langen Pflasterstein stets zehn
zueinander isomorphe Mo¨glichkeiten, eine Linse mit jeweils fu¨nf langen und fu¨nf flachen
Pflastersteinen des feinen Musters SME zu fu¨llen. Doch wie viele dieser Linsenfu¨llungen
existieren fu¨r jede der zwo¨lf Linsen tatsa¨chlich? Diese Antwort war bezu¨glich des flachen
Steins nicht einheitlich, sondern abha¨ngig von den verschiedenen Linsen. Wie ist die
Lage hier im Fall des langen Pflastersteins?
51Ein flacher Stein der festen Struktur der beiden Rhombentriakontaeder liegt gerade im Schnitt dieser
beiden Rhombentriakontaeder, vgl. Abbildung 3.67, daher sind es insgesamt nur sieben flache Steine
des feinen Musters SME .
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Beobachtung 3.33. Die Fu¨llung der Linsen im langen Pflasterstein ist nicht einheit-
lich. Genauer:
• Die vier inneren und zwei a¨ußeren Linsen, welche gemeinsam den Linsenring in
der Mitte des langen Pflastersteins bilden, besitzen je drei Fu¨llungen.
• Die zwei u¨brigen inneren Linsen realisieren je fu¨nf Fu¨llmo¨glichkeiten.
• Die restlichen vier a¨ußeren Linsen erlauben stets alle zehn theoretisch mo¨glichen
Fu¨llungen.
Beweis. Der Beweis verla¨uft vo¨llig analog zu dem im Fall des flachen Pflastersteins,
beachte insbesondere die exemplarischen Erla¨uterungen zu Abbildung 3.44. Auch fu¨r
den langen Pflasterstein werden allein die Ergebnisse, nicht aber die Konstruktionen
gezeigt.
Betrachten wir zuna¨chst die Gebietsbilder aller innerhalb der Linse 1 mo¨glichen Punkte.
Im Unterschied zu Linse 1 des flachen Steins gibt es hier nun sechs Punkte, welche
Abbildung 3.82.: Die Eckenumgebung aller in Linse 1 mo¨glichen Punkte im Muster SME
im Inneren dieser Linse existieren ko¨nnen. Die Vereinigung VL aller Gebiete, die den
von uns gewa¨hlten Pflasterstein realisieren, zerfa¨llt damit bezu¨glich der in Abbildung
3.82 gezeigten Gebietsbilder aller Punkte im Inneren von Linse 1 in die folgenden drei
Teilgebiete:
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Abbildung 3.83.: Bezu¨glich des Gebiets VL existieren fu¨r Linse 1 drei Teilgebiete.
Wie bereits im Beweis zu Hilfsbeobachtung 9 geschehen, siehe insbesondere Seite 147,
reicht es aus, nur die in Abbildung 3.81 festgelegte Einschra¨nkung VL′ des Gebiets VL
zu betrachten. Ein Blick auf Abbildung 3.84 zeigt jedoch, dass diese Einschra¨nkung hier
keinen Gewinn bringt hinsichtlich einer mo¨glichen Reduzierung der Teilgebiete, denn
auch VL′ zerfa¨llt in drei Teilgebiete.
Abbildung 3.84.: Bezu¨glich der Einschra¨nkung VL′ existieren fu¨r Linse 1 ebenfalls drei Teil-
gebiete.
Da nun die Anzahl der Teilgebiete einer Linse gerade Auskunft gibt u¨ber die Anzahl der
Fu¨llmo¨glichkeiten dieser Linse, werden im Fall von Linse 1 somit drei der zehn zueinander
isomorphen Mo¨glichkeiten, eine Linse mit fu¨nf flachen und fu¨nf langen Pflastersteinen
des feinen Musters SME zu fu¨llen, tatsa¨chlich realisiert.
Mit Hilfe der in Beobachtung 3.31 genannten Symmetrien lassen sich diese Ergebnisse auf
die restlichen drei inneren Linsen des Linsenrings in der Mitte des langen Pflastersteins
u¨bertragen. Dies sind die Linsen 2 und 4 sowie die Linse 5, vgl. Abbildung 3.21. Es gilt:
Linse 1
Spiegelung anS(5,6)−−−−−−−−−−−→ Linse 4 punktsymmetrisch−−−−−−−−−−−→ Linse 2 Spiegelung anS(5,6)−−−−−−−−−−−→ Linse 5
Wenden wir diese Symmetrien auf Abbildung 3.83 an, so erhalten wir fu¨r die genannten
Linsen die folgenden Teilgebiete:
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(a) Teilgebiete fu¨r Linse 4 (b) Teilgebiete fu¨r Linse 2 (c) Teilgebiete fu¨r Linse 5
Abbildung 3.85.: Bezu¨glich der Einschra¨nkung VL′ existieren fu¨r Linse 4 und Linse 2 sowie
Linse 5 jeweils drei Teilgebiete.
Damit ist klar, dass auch fu¨r die Linsen 2 und 4 sowie 5 je drei Fu¨llmo¨glichkeiten realisiert
werden, denn auch in diesen Fa¨llen bringt die Einschra¨nkung auf VL′ keine Reduzierung
der Teilgebiete. Fu¨r Linse 8 erhalten wir die folgenden Gebietsbilder:
Abbildung 3.86.: Die Eckenumgebung aller in Linse 8 mo¨glichen Punkte im Muster SME
Demnach existieren fu¨r Linse 8 sowie die dazu spiegelsymmetrische Linse 11 ebenfalls je
drei Teilgebiete. Da jedoch auch in diesem Fall die Einschra¨nkung auf VL′ keine weitere
Reduzierung der Teilgebiete mit sich bringt, vgl. Abbildung 3.87, besitzen die beiden
a¨ußeren Linsen des Linsenrings ebenso je drei Fu¨llmo¨glichkeiten.
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(a) Teilgebiete fu¨r Linse 8 (b) Teilgebiete fu¨r Linse 11
Abbildung 3.87.: Bezu¨glich der Einschra¨nkung VL′ existieren fu¨r Linse 8 und Linse 11 jeweils
drei Teilgebiete.
Fu¨r Linse 6 ergeben sich die in Abbildung 3.88 dargestellten Gebietsbilder:
Abbildung 3.88.: Die Eckenumgebung aller in Linse 6 mo¨glichen Punkte im Muster SME
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Wir sehen: Der Schnitt der Gebietsbilder aller innerhalb von Linse 6 existierenden Punk-
te zerfa¨llt in zehn Teilgebiete, siehe Abbildung 3.89. Allerdings bringt in diesen Fall nun
die Einschra¨nkung auf VL′ tatsa¨chlich eine Reduzierung der Teilgebiete mit sich: In Be-
zug auf die in Abbildung 3.81 festgelegte Einschra¨nkung VL′ existieren nur fu¨nf der
insgesamt zehn Teilgebiete. Damit realisieren Linse 6 und die dazu punktsymmetrische
Linse 3 nur jeweils fu¨nf der theoretisch zehn Fu¨llmo¨glichkeiten.
(a) Teilgebiete fu¨r Linse 6 (b) Teilgebiete fu¨r Linse 3
Abbildung 3.89.: Bezu¨glich der Einschra¨nkung VL′ existieren fu¨r Linse 6 und Linse 3 jeweils
fu¨nf Teilgebiete.
Im Fall der Linse 7 gestaltet sich die Situation schließlich weitaus unu¨bersichtlicher, siehe
Abbildung 3.90. Es ist alles andere als sofort erkennbar, wie der Schnitt aller innerhalb
der Linse 7 mo¨glichen Punkte aussieht, d. h. in welche Teilgebiete das Gebiet VL bzw.
dessen Einschra¨nkung VL′ zerfa¨llt. Fu¨r ein besseres Versta¨ndnis gibt Tabelle 3.7 wieder
Auskunft daru¨ber, welche der Punkte fu¨r die einzelnen Teilgebiete stets existieren. Eine
genaue Betrachtung liefert das in Abbildung 3.91 gezeigte Ergebnis:
Abbildung 3.91.: Bezu¨glich der Einschra¨nkung VL′ existieren fu¨r Linse 7 zehn Teilgebiete.
Sowohl das Gebiet VL als auch dessen Einschra¨nkung VL′ zerfallen bezu¨glich Linse 7
in zehn Teilgebiete und somit realisiert diese Linse auch wirklich alle zehn mo¨glichen
Linsenfu¨llungen. Wegen
Linse 7
Spiegelung anS(5,6)−−−−−−−−−−−→ Linse 12 punktsymmetrisch−−−−−−−−−−−→ Linse 9 Spiegelung anS(5,6)−−−−−−−−−−−→ Linse 10
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Abbildung 3.90.: Die Eckenumgebung aller in Linse 7 mo¨glichen Punkte im Muster SME
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Teilgebiet Ecken des Typs ω4 Ecken des Typs ω5
1 Punkt A und Punkt D Punkt B und Punkt C
2 Punkt B und Punkt E Punkt A und Punkt C
3 Punkt C und Punkt F Punkt A und Punkt E
4 Punkt A und Punkt G Punkt E und Punkt F
5 Punkt E und Punkt H Punkt F und Punkt G
6 Punkt F und Punkt K Punkt G und Punkt H
7 Punkt G und Punkt L Punkt H und Punkt K
8 Punkt D und Punkt H Punkt K und Punkt L
9 Punkt B und Punkt K Punkt D und Punkt L
10 Punkt C und Punkt L Punkt B und Punkt D
Tabelle 3.7.: Die Punkte in den unterschiedlichen Teilgebieten von VL bezu¨glich Linse 7
und der Tatsache, dass sowohl die linke Ha¨lfte des Gebiets VL, also die von uns festge-
legte Einschra¨nkung VL′ , als auch die rechte Ha¨lfte des Gebiets VL in Bezug auf Linse 7
jeweils in zehn Teilgebiete zerfallen, folgt nun aber fu¨r die restlichen drei a¨ußeren Lin-
sen, Linse 12 und Linse 9 sowie Linse 10, sofort und ohne detaillierte Betrachtung der
entsprechenden Bilder, dass auch in diesen Fa¨llen jeweils alle zehn Fu¨llmo¨glichkeiten
existieren.
Insgesamt ergibt sich damit die Situation wie in Abbildung 3.92 dargestellt, und Be-
hauptung 3.33 ist folglich gezeigt. Schwarz markiert ist entsprechend Abbildung 3.21
wieder die Nummerierung der Linsen, der rot gekennzeichnete Index einer jeden Linse
nennt die soeben ermittelte Anzahl der mo¨glichen Fu¨llungen fu¨r diese Linse. Schra¨nkt
man sich nicht wie in Abbildung 3.81 festgelegt auf die linke, sondern die rechte Ha¨lfte
von VL ein, so a¨ndern sich in diesem Fall die Aussagen fu¨r die Linsen 1 bis 12 nicht.
Abbildung 3.92.: Die Anzahl der Linsenfu¨llungen des langen Pflastersteins
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Abschließend soll auch hier noch die Anzahl der Pflastersteine, die den langen Stein im
Deflationsfall unterteilen, ermittelt werden, vgl. [O1],[O2]. Mit den Beobachtungen 3.13
und 3.25 sowie 3.26 und 3.29 ergibt sich:
Beobachtung 3.34. Der lange Stein des groben Musters ME′ wird mit 55 langen und
34 flachen Pflastersteinen des feinen Musters SME ausgefu¨llt.
Beweis. Der Beweis verla¨uft analog zur Unterteilung des flachen Steins, vgl. Beobach-
tung 3.24 und insbesondere die Bemerkungen zu Abbildung 3.58. Die Unterteilung des
groben langen Steins setzt sich nach unseren Ergebnissen zusammen aus:
• langen Pflastersteinen, die um jede alte Ecke ω12 herum anliegen. Hier kla¨ren nun
die Beobachtungen 3.25 und 3.26, wie viele dieser insgesamt 20 langen Steine um
jede alte Ecke jeweils auch tatsa¨chlich im Inneren des langen Steins liegen.
• der Lu¨cke im Inneren des Steins. Diese ist mit insgesamt 20 langen und 19 flachen
Pflastersteinen gefu¨llt, siehe Beobachtung 3.29.
• den Linsen, fu¨r die es nach Beobachtung 3.13 eine bis auf Isomorphie eindeutige
Fu¨llung, bestehend aus 5 langen und 5 flachen Pflastersteinen, gibt.
Auch hier ist nun zu kla¨ren, welcher Teil der Linsen jeweils ins Innere des langen Pflas-
tersteins ragt.
Abbildung 3.93.: Schematische Darstellung des unterteilten langen Pflastersteins. Der U¨ber-
sicht halber sind nicht alle Blumenecken und auch nicht alle Linsen eingezeichnet.
Bemerkungen zu Abbildung 3.93:
• Nach Beobachtung 3.26 wissen wir, dass an jeder der sechs stumpfen Ecken des
langen Steins jeweils ein ganzer und vier halbe lange Pflastersteine im Inneren
dieses Steins liegen. Fu¨r eine der Ecken ist diese Konstellation in Abbildung 3.93
eingezeichnet: Rot markiert ist dabei der Pflasterstein ganz im Inneren des langen
Steins, gelb markiert sind die vier Pflastersteine, die jeweils zur Ha¨lfte im Inneren
des langen Steins liegen.
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• Fu¨r Linse 1 gilt: Die Grundseite des rot markierten Steins, die Teil des Geha¨uses
dieser Linse ist, liegt ganz im Inneren des langen Steins, die Grundseite des mit P
gekennzeichneten Steins, die Teil des Geha¨uses von Linse 1 ist, liegt dagegen nur
zur Ha¨lfte im Inneren des langen Steins.
• Die Grundseiten der mit Q und L markierten Steine, die Teil des Geha¨uses von
Linse 6 sind, liegen ebenso nur zur Ha¨lfte im Inneren des langen Steins.
• Damit wissen wir, dass Linse 1 zu 3
10
im Inneren des langen Steins liegt, Linse 6
dagegen nur zu 2
10
. Unter Beru¨cksichtigung der Symmetrien des langen Steins, vgl.
Beobachtung 3.31, ko¨nnen wir dieses Ergebnis auf alle u¨brigen stumpfen Ecken des
langen Steins u¨bertragen, d. h. die Linsen 2 und 4 sowie 5 und 8 sowie 11 ragen
jeweils zu 3
10
ins Innere des langen Steins, die Linsen 3 und 7 sowie 9 und 10 sowie
12 jeweils zu 2
10
.
Bezeichnet L wieder den langen und F wieder den flachen Stein, so erhalten wir fu¨r die
Anzahl AL der langen und flachen Pflastersteine des feinen Musters SME im Inneren
des groben langen Steins:






+ 20L+ 19F︸ ︷︷ ︸
Lu¨cke










= 55L+ 34F .
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Welches sind also die Ergebnisse dieser Arbeit? Um das dreidimensionale Penrose-Muster
mittels Projektionsmethode zu erzeugen, ordnen wir im R12 den zwo¨lf Ecken des Iko-
saeders die zwo¨lf Basisvektoren a1, . . . , a6, b1, . . . , b6 zu, wobei bi fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 die
Antipodenecke von ai ist. Auf diese Weise erreicht man eine rationale Zerlegung des R12
in die Unterra¨ume W = Spann {ei := ai−bi} ∼= R6 und W ′ = Spann {fi := ai+bi} ∼= R6,
welche beide invariant sind unter der Ikosaedergruppe G, die ihrerseits isomorph zu der
alternierenden Gruppe A5 ist, siehe Beobachtung 1.3. Der Unterraum W kann mit Hilfe
der symmetrischen Abbildung S = 2I − U|W mit U|W (ei) =
∑
Nachbarecken (ei) und
1 ≤ i ≤ 6 in zwei weitere unter G invariante Unterra¨ume zerlegt werden: den Eigenraum
F zum Eigenwert Φ3 = 2 +
√
5 sowie den dazu senkrecht stehenden Eigenraum E0 zum
Eigenwert −ϕ3 = 2 − √5, vgl. Beobachtung 1.4.52 Anders als im ersten Fall ist diese
Spaltung reell. Wird als Ausgangsraum fu¨r die Projektionsmethode der sechdimensionale
Raum W , als Hilfsraum der Eigenraum F ∼= R3 und als Projektionsraum der um einen
dreidimensionalen Vektor a ∈ F verschobene Eigenraum E = E0 + a ∼= R3 gewa¨hlt,
so kann die Abbildung S als Inflationsabbildung fungieren. Um das dreidimensiona-
le Penrose-Muster ME zu erhalten, werden nun gerade alle ganzzahligen Gitterpunkte
z ∈ Z6 innerhalb des Streifens E + I6 ⊂ R6 projiziert: Die Pflastersteine sind die Pro-
jektionen der dreidimensionalen Seiten des sechsdimensionalen Einheitswu¨rfels I6 auf E.
Doch welche dreidimensionalen Seiten des sechsdimensionalen Einheitswu¨rfels gibt es
und wie sieht jeweils deren Projektion auf E aus? Die Projektionen der Einheitsvektoren
e1, . . . , e6 des Ausgangsraums W auf die beiden Ra¨ume E und F sind in beiden Fa¨llen
Abbildung 4.1.: Links die Projektion piE(ei) = vi der Einheitsvektoren ei des Ausgangsraums
W auf E und rechts die Projektion piF (ei) = wi der Einheitsvektoren auf F , wobei 1 ≤ i ≤ 6
52I bezeichnet dabei die Einheitsmatrix im R6 und Φ := 12 (1 +
√
5) den Goldenen Schnitt mit ϕ = 1Φ .
159
4. Zusammenfassung der Ergebnisse
wieder Ikosaederecken, genu¨gen jedoch in E einer anderen Anordnung als in F , vgl. die
Beobachtungen 1.5 und 1.6 sowie 1.10 und 1.11. Um nun die Gestalt der Pflasterstei-
ne, d. h. die Gestalt der Projektionen der dreidimensionalen Seiten von I6 auf E, zu
ermitteln, ist demnach wegen der Linearita¨t der Projektionsabbildung zu kla¨ren, welche
Kombinationen von je drei beliebigen Ikosaederecken es gibt und wie jeweils deren Auf-
spann aussieht. Beobachtung 1.9 hilft diesbezu¨glich weiter: Im Fall des dreidimensionalen
Penrose-Musters existieren zwei Sorten von Pflastersteinen, ein langer und ein flacher
Stein. Beides sind gleichseitige Hexaeder mit der Goldenen Raute als Grundseite.53
Abbildung 4.2.: Die beiden Pflastersteine im Fall des dreidimensionalen Penrose-Musters:
links der flache Stein und rechts der lange Stein. Beachte dabei, dass in der Darstellung des
flachen Pflastersteins die beiden roten Ecken zusammenfallen.
Der Streifen E + I6 ⊂ R6 kann mit Hilfe der orthogonalen Projektion piF auf den Hilfs-
raum F noch auf eine andere Weise beschrieben werden: E+I6 = E+V mit V := piF (I
6),
genannt Fenster, vgl. (1.12). Der große Gewinn dieser alternativen Streifenbeschreibung
liegt darin, dass die zu betrachtenden Dimensionen reduziert werden, denn das Fens-
ter V als Teil des dreidimensionalen Hilfsraums F ist unserer Vorstellung zuga¨nglich,
der sechsdimensionale Einheitswu¨rfel I6 dagegen nicht. Als Projektion des konvexen
sechsdimensionalen Einheitswu¨rfels auf den Hilfsraum F ist V selbst wieder ein konve-
xes Polyeder, genauer ein Rhombentriakontaeder, d. h. ein gleichseitiges Polyeder mit
30 Seiten, 32 Eckpunkten und 60 Kanten, wobei die Grundseite ebenfalls eine Goldene
Raute ist, vgl. Beobachtung 1.18.
Abbildung 4.3.: Das Fenster V im Hilfsraum F hat die Gestalt eines Rhombentriakontaeders.
53Bei einer Goldenen Raute teilen sich die Diagonalen im Verha¨ltnis des Goldenen Schnitts.
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Zusammenfassend ergeben sich damit die folgenden wichtigen A¨quivalenzen, vgl. die
Kriterien 2.1 und 2.2, wobei ±vi = ±piE(ei) sowie ±wi = ±piF (ei) fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 und
zE = piE(z) sowie zF = piF (z) mit z ∈ Z6:
1. zE ist Teil des Musters ME ⇐⇒ z ∈ (E + I6) ⊂ R6 ⇐⇒ zF ∈ V
2. zE ± vi ist Teil des Musters ME ⇐⇒ z ± ei ∈ (E + I6) ⊂ R6 ⇐⇒ zF ± wi ∈ V
Das Fenster V ist folglich mehr als nur ein Streifenersatz: Es liefert ein Entscheidungs-
kriterium dafu¨r, welche der Nachbarpunkte z±ei eines Gitterpunktes z ∈ (E+I6) ⊂ R6
mit 1 ≤ i ≤ 6 ebenfalls auf E projiziert werden, d. h. Teil des Musters ME sind, und
welche nicht. Umgekehrt ko¨nnen wir somit fragen: Wo im Fenster V muss der Projekti-
onspunkt zF eines Gitterpunktes z liegen, damit neben z auch der Nachbarpunkt z+ ek
mit ek ∈ {±e1, . . . ,±e6} auf E projiziert wird? Wir erhalten auf diese Weise die Eintei-
lung des Fensters V in verschiedene Gebiete, welche jeweils eine unterschiedliche Anzahl
von Nachbarpunkten erlauben. Kongruenzen sollen dabei nicht unterschieden werden.
Nach Beobachtung 2.21 existieren im Fall des dreidimensionalen Penrose-Musters insge-
samt neun Gebiete Ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12 und damit neun nicht-kongruente
Konstellationen von erlaubten Nachbarpunkten eines Gitterpunktes z ∈ (E + I6) ⊂ R6,
genannt Eckentypen. Genauer:
z ∈ Z6 ⊂ R6 heißt Ecke des Typs ωj ⇐⇒ zF ∈ Ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12,
wobei der Index stets die Anzahl der erlaubten Nachbarpunkte angibt.54 Da wir jedoch
entweder im Projektionsraum E oder aber im Hilfsraum F arbeiten und nicht im unan-
schaulichen Ausgangsraum W , soll ebenso gelten: zE ⊂ E und zF ⊂ F heißen Ecke des
Typs ωj ⇐⇒ zF ∈ Ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12.
Um dieses wichtige Resultat zu erreichen, haben wir die einzelnen Gebiete in V nicht in
ihrer dreidimensionalen Gestalt konstruiert, sondern eingeschra¨nkt auf bestimmte Ebe-
nen, was den Vorteil mit sich brachte, dass wir im zweidimensionalen Raum arbeiten
und damit eine elementargeometrische Konstruktion anwenden konnten. Doch fu¨r wel-
che Ebenen, die das Fenster V schneiden, sind die Gebiete zu ermitteln? Schließlich
muss sichergestellt sein, dass auch wirklich alle dreidimensionalen Gebiete in V erfasst
werden!
Mit Beobachtung 2.10 folgt, dass insgesamt 60 verschiedene Ebenen als Schnittebenen
gewa¨hlt werden mu¨ssen. Auf Grund der besonderen Gestalt des Fensters V als der ei-
nes gleichseitigen Polyeders sind jedoch je zwei dieser Ebenen parallel zu einer der 30
Fensterrauten, und damit ko¨nnen die 60 Schnittebenen entsprechend ihrem Abstand zu
der jeweils parallelen Fensterraute R in genau zwei Typen klassifiziert werden: in Ebe-
nen des Typs E1 und E2. Die Beobachtungen 2.11 und 2.12 nennen daru¨ber hinaus noch
eine wichtige Zusatzbedingung: Es ist zwar ausreichend, oben genannte Ebenentypen
als Schnittebenen zu wa¨hlen, fu¨r eine vollsta¨ndige Bestimmung aller dreidimensionalen
54Sind neben z ∈ (E+ I6) ⊂ R6 gerade noch sechs weitere Nachbarpunkte erlaubt, so existieren folglich
zwei nicht-kongruente Konstellationen von Nachbarpunkten: die Gebiete des Typs Ω6a und Ω6b.
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Gebiete im Fenster V muss jedoch die Gebietseinteilung der folgenden Ebenentypen be-
stimmt werden: E1− := E1 − δ und E1+ := Ek + δ sowie E2− := E2 − δ und E2+ := E2 + δ,
wobei 0 < δ < 1.55
Mit anderen Worten: Die Gebiete Ω′j auf den Ebenen des Typs Ek± mit k = 1, 2 sind ele-
mentargeometrisch konstruierbar. Wegen Ω′j = Ωj ∩ Ek± und mit der Wahl der richtigen
Schnittebenen la¨sst sich die Existenz der dreidimensionalen Gebiete Ωj in V folgern und
damit wissen wir, welche Eckentypen im Fall des dreidimensionalen Penrose-Musters
existieren.
Insgesamt erhalten wir so die in den Abbildungen 4.4 und 4.5 dargestellte Situation.
Gebiete gleichen Typs sind jeweils in der gleichen Farbe markiert, siehe Tabelle 4.1.
(a) Gebietseinteilung der Ebene des Typs E1− (b) Gebietseinteilung der Ebene des Typs E1+
Abbildung 4.4.: Die Gebietseinteilungen der Ebenen des Typs E1− und E1+
(a) Gebietseinteilung der Ebene des Typs E2− (b) Gebietseinteilung der Ebene des Typs E2+
Abbildung 4.5.: Die Gebietseinteilungen der Ebenen des Typs E2− und E2+
55Beachte: Ebenen gleichen Typs besitzen die gleiche Gebietsaufteilung, da wir nach Definition Kongru-
enzen nicht unterscheiden! Gebiete gleichen Typs auf verschiedenen Ebenen unterscheiden sich darin,
welche der Einheitsrichtungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6 die jeweilige Ecke konkret realisieren.
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Gebiet Farbe Gebiet Farbe Gebiet Farbe
Ω4 Rosa Ω5 Gelb Ω6a Blau
Ω6b Braun Ω7 Grau Ω8 Rot
Ω9 Gru¨n Ω10 Lila Ω12 Orange
Tabelle 4.1.: U¨bersicht u¨ber die Farben zur Kennzeichnung der Gebietstypen
Auf diesen Erkenntnissen aufbauend kann schließlich die Frage gekla¨rt werden, was mit
dem dreidimensionalen Penrose-Muster unter Deflation geschieht: Gibt es wie im Fall
des zweidimensionalen Penrose-Musters eine eindeutige Unterteilung der beiden Pflas-
tersteine, vgl. Abbildung 3 der Einfu¨hrung, oder nicht? Die Antwort ist gewissermaßen
ein eingeschra¨nktes Ja: Es gibt eine feste Struktur, die die Unterteilung bereits zu einem
großen Teil eindeutig festlegt. Daneben existieren aber auch Lu¨cken, d. h. Bereiche, in-
nerhalb derer es bestimmte Wahlfreiheiten gibt. Die Lu¨cken haben dabei entweder die
Gestalt sogenannter Linsen, i. e. gleichseitige Polyeder bestehend aus zwanzig Goldenen
Rauten, oder aber die zweier sich schneidender Rhombentriakontaeder, siehe die Abbil-
dungen 3.20 und 3.65. Letztere sind jedoch noch weiter unterteilt durch insgesamt sechs
sogenannte Minilinsen, i. e. gleichseitige Polyeder bestehend aus zwo¨lf Goldenen Rauten,
sowie acht lange und sieben flache Pflastersteine, vgl. (3.3). Bis auf Isomorphie gibt es al-
lerdings in beiden Fa¨llen nur genau eine Mo¨glichkeit, die Lu¨cken zu fu¨llen, was bedeutet,
dass die genannten Wahlfreiheiten sich auf unterschiedliche Einpassungsmo¨glichkeiten
beschra¨nken. Die Anzahl der langen und flachen Steine, mit denen die Lu¨cken gefu¨llt
werden, ist jeweils eindeutig!56
Hinsichtlich der Frage nach einer eindeutigen Unterteilung ist dies einerseits ein erfreu-
liches Ergebnis: Erstens gibt es eine u¨ber große Teile eindeutige Struktur und zweitens
besitzen die Lu¨cken eine u¨berschaubare und gut zu beschreibende Gestalt, deren Fu¨llung
bis auf Isomorphie ebenfalls eindeutig ist. Anderseits ist damit fu¨r jede der genannten
Lu¨cken im Einzelnen zu fragen: Wie viele der zueinander isomorphen Fu¨llmo¨glichkeiten
werden tatsa¨chlich realisiert? Das folgende Prinzipbild veranschaulicht die beschriebene
Situation. Das zu unterteilende Ausgangsmuster nennen wir dabei grobes Muster, das um
den Deflationsfaktor ϕ3 verkleinerte
”
Unterteilungsmuster“ entsprechend feines Muster.
Bemerkungen zu Abbildung 4.6:
• Mit Beobachtung 3.3 folgt, dass die gelb markierten Ecken der groben Pflaster-
steine allesamt Ecken des Typs ω12 im feinen Muster sind. Wir nennen den ersten
Deflationszug daher global eindeutig, denn dieses Ergebnis ist sowohl global gu¨ltig,
also unabha¨ngig von der Wahl eines bestimmten Pflastersteins, als auch eindeutig,
da an allen Ecken das Gleiche passiert.
• Die blau markierten Nachbarecken dieser gelben Ecken im feinen Muster sind alle
56Nach Coxeter gilt: Bis auf Isomorphie kann jede Linse mit genau fu¨nf langen und fu¨nf flachen Pflas-
tersteinen gefu¨llt werden und jede Minilinse mit genau zwei langen und zwei flachen Steinen, vgl.
Beobachtungen 3.13 sowie Hilfsbeobachtung 7.
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Abbildung 4.6.: Die Unterteilung der beiden Pflastersteine: links der flache und rechts der
lange Stein
Ecken des Typs ω6a, vgl. Beobachtung 3.6. Der zweite Deflationszug ist somit
ebenfalls global eindeutig.
• Aus den Ergebnissen bezu¨glich des ersten und zweiten Deflationszugs kann die
Existenz der Linsen gefolgert werden. Ein ganz zentraler Punkt ist dabei Beobach-
tung 3.10: Unterscheiden sich zwei Punkte im dreidimensionalen Penrose-Muster
gerade um einen erlaubten Kantenvektor, so sind sie auch durch eine Kante ver-
bunden. Die Fu¨llung der Linsen ist jedoch nicht mehr einheitlich, denn nach Be-
obachtung 3.8 ist der dritte Deflationszug nicht mehr global eindeutig.
• Mit Hilfe der global eindeutigen Ergebnisse der ersten beiden Deflationszu¨ge weiß
man auch, dass um jede gelb markierte Ecke des groben Steins 20 lange Pflaster-
steine im feinen Muster anliegen, siehe Beobachtung 3.12. Das Innere des flachen
Pflastersteins ist damit nach Beobachtung 3.17 bereits eindeutig gefu¨llt, das Inne-
re des langen Pflastersteins dagegen nicht: Die in obiger Abbildung rot markier-
te Lu¨cke hat die Gestalt zweier sich schneidender Rhombentriakontaeder, deren
Schnitt gerade aus einem flachen Pflasterstein besteht.
Um die noch offene Frage zu kla¨ren, wie viele der zueinander isomorphen Mo¨glichkei-
ten, die einzelnen Lu¨cken mit langen und flachen Pflastersteinen zu fu¨llen, tatsa¨chlich
realisiert werden, kann das folgende Vorgehen angewandt werden: O. B. d. A. legen wir
uns auf bestimmte Einheitsrichtungen ±vi mit 1 ≤ i ≤ 6 fest, welche die beiden Pflas-
tersteine im Projektionsraum E ausgehend von einer stumpfen Ecke realisieren. Von
eben diesen Ecken aus arbeiten wir uns dann jeweils schrittweise entlang der Kanten des
feinen Musters vor: Wie beschrieben sind sowohl der erste als auch der zweite Deflati-
onszug global eindeutig. Wir wissen damit, dass von der gewa¨hlten Ausgangsecke aus
im feinen Muster alle zwo¨lf mo¨glichen Nachbarpunkte existieren, welche wiederum alle-
samt Ecken des Typs ω6a sind, was bedeutet, dass von diesen Nachbarpunkten aus nur-
mehr sechs Einheitsrichtungen erlaubt sind. Bestimmen wir nun die Eckentypen ωj mit
j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12 dieser u¨berna¨chsten Nachbarn der gewa¨hlten Ausgangsecke,
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usw., so gelingt es schließlich, zu den einzelnen Linsen bzw. der Lu¨cke im Inneren des
langen Steins
”
vorzudringen“ und damit deren Fu¨llmo¨glichkeiten zu bestimmen.
Unter Ru¨ckgriff auf die U¨berlegungen bezu¨glich des Fensters V la¨sst sich auch dieses
Problem auf zwei Dimensionen reduzieren und damit elementargeometrisch lo¨sen. Fer-
ner ko¨nnen unter Beru¨cksichtigung der Symmetrien der beiden Pflastersteine Ergebnisse
bezu¨glich eines bestimmten Punktes sofort auf weitere Punkte im feinen Muster u¨bertra-
gen werden. Insgesamt erhalten wir damit die in Abbildung 4.7 gezeigte Situation, wobei
die in den einzelnen Lu¨cken stehende Zahl jeweils die Anzahl der tatsa¨chlich realisierten
Fu¨llmo¨glichkeiten angibt.
Abbildung 4.7.: Die Anzahl der tatsa¨chlich realisierten Fu¨llmo¨glichkeiten fu¨r den flachen
und den langen Stein
Auf Grundlage all dieser Ergebnisse ist es daru¨ber hinaus mo¨glich, die genaue Anzahl
der Pflastersteine zu ermitteln, in die der flache und der lange Stein im Deflationsfall
unterteilt werden: Der grobe flache Stein wird mit insgesamt 34 langen und 21 flachen
Pflastersteinen des feinen Musters ausgefu¨llt, siehe Beobachtung 3.24, der grobe lange
Stein hingegen mit insgesamt 55 langen und 34 flachen Pflastersteinen, vgl. Beobachtung





A.1. Berechnungen zur Inflationsmatrix S
Wie bereits erwa¨hnt, geht die Wahl der Ikosaederecken a1, . . . , a6 entscheidend ein. Die
Abbildung U|W mit U|W (ei) =
∑
Nachbarecken (ei) besitzt fu¨r 1 ≤ i ≤ 6 bezu¨glich der
in Abbildung 1.4 getroffenen Wahl der Ikosaederecken damit die folgende Abbildungs-
matrix, vgl. auch [R]:
U|W =

0 1 −1 −1 1 1
1 0 1 −1 −1 1
−1 1 0 1 −1 1
−1 −1 1 0 1 1
1 −1 −1 1 0 1
1 1 1 1 1 0

Wie man nun sofort sieht, ist U|W und folglich auch die Inflationsmatrix S = 2I − U|W
mit I = Einheitsmatrix im R6 symmetrisch, d. h. es existiert eine Orthonormalbasis aus
reellen Eigenvektoren, so dass U|W bzw. S diagonalisierbar ist und die Eigenra¨ume zu
verschiedenen Eigenwerten senkrecht aufeinander stehen. Ferner besitzt U|W und somit
auch S nur ganzzahlige Eintra¨ge:
U|W ∈ Z6×6 sowie S ∈ Z6×6.
Die Ermittlung der Eigenwerte und Eigenvektoren von U|W
Es sei Σ6 =
1√
5











= (a1 + a2 + a3 + a4 + a5)− (b1 + b2 + b3 + b4 + b5)
















U|W (e6 + Σ6) =
√
5 (e6 + Σ6) sowie U|W (e6 − Σ6) = −
√
5 (e6 − Σ6),
was bedeutet, dass U|W den Eigenwert
√
5 zum Eigenvektor e6 +Σ6 sowie den Eigenwert
−√5 zum Eigenvektor e6 − Σ6 besitzt.
Zur Berechnung der weiteren Eigenvektoren bedarf es einiger algebraischer Voru¨ber-
legungen: Bezeichnet ζ eine beliebige fu¨nfte Einheitswurzel, d. h. ζ = exp(k·2pii
5
) mit
1 ≤ k ≤ 5, dann gilt ganz allgemein fu¨r z = (ζ + ζ):
z2 = (ζ + ζ)2 = ζ2 + 2ζζ + ζ
2
= ζ2 + ζ
2
+ 2.
Addiert man z und z2, so erha¨lt man mit Hilfe der geometrischen Summenformel
z + z2 = (ζ + ζ + ζ2 + ζ
2
+ 1) + 1 = 1




Mit diesem Wissen lassen sich nun die weiteren Eigenvektoren von U|W berechnen, denn
fu¨r Σα = e1 + αe2 + α
2e3 + α
3e4 + α
















U|W (Σα) = U|W (e1) + αU|W (e2) + α
2 U|W (e3) + α
3 U|W (e4) + α
4 U|W (e5)
= (e6 + e2 − e4 − e3 + e5) + α (e6 + e3 − e5 − e4 + e1)
+ α2 (e6 + e4 − e1 − e5 + e2) + α3 (e6 + e5 − e2 − e1 + e3)
+ α4 (e6 + e1 − e3 − e2 + e4)
= (α− α2 − α3 + α4) e1 + (1 + α2 − α3 − α4) e2
+ (−1 + α + α3 − α4) e3 + (−1− α + α2 + α4) e4
+ (1− α− α2 + α3) e5 + (1 + α + α2 + α3 + α4) e6
= (α + α4 − α2 − α3) e1 + (α + α4 − α2 − α3)αe2
+ (α + α4 − α2 − α3)α2e3 + (α + α4 − α2 − α3)α3e4















was bedeutet, dass Σα ein komplexer Eigenvektor von U|W zum Eigenwert
√
5 ist. Wegen
U|W ∈ Z6×6 ⊂ R6×6 ist jedoch auch der zu Σα komplex konjugierte Vektor Σα = Σα4 ein




A.1. Berechnungen zur Inflationsmatrix S
Analog zu obiger Rechnung gilt ebenso
U|W (Σα2) = −
√
5Σα2 .
Demnach ist Σα2 ein komplexer Eigenvektor von U|W zum Eigenwert −
√
5, und somit ist
auch wieder der dazu komplex konjugierte Vektor Σα2 = Σα3 ein komplexer Eigenvektor
von U|W zum Eigenwert −
√
5. Insgesamt folgt daher:
(A.1) R6 ∼= E√5 ⊕ E−√5 mit E√5 ⊥ E−√5 ,
wobei E√5 = Spann {e6 +Σ6,Σα,Σα} ∼= R3 und E−√5 = Spann {e6−Σ6,Σα2 ,Σα2} ∼= R3.
Die Ermittlung der Eigenwerte und Eigenvektoren von S = 2I − U|W
Wegen S = 2I − U|W folgt aus obigen Berechnungen:
• 2 − √5 ist Eigenwert von S zu den drei (komplexen) Eigenvektoren e6 + Σ6 und
Σα sowie Σα.
• 2 +√5 ist Eigenwert von S zu den drei (komplexen) Eigenvektoren e6 −Σ6 sowie
Σα2 und Σα2 .
Damit gilt fu¨r E(2−√5) = Spann {e6+Σ6,Σα,Σα} und E(2+√5) = Spann {e6−Σ6,Σα2 ,Σα2}:
(A.2) R6 ∼= E(2−√5) ⊕ E(2+√5) mit E(2−√5) ⊥ E(2+√5).
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A. Anhang
A.2. Die Geometrie des Ikosaeders
Abbildung A.1.: Ikosaeder mit den Ecken A bis L
Grunddaten zum Ikosaeder
Der Ikosaeder za¨hlt zu den fu¨nf platonischen Ko¨rpern. Er besitzt 20 gleichseitige Dreiecke
als Seitenfla¨chen, 30 Kanten sowie 12 Eckpunkte. Die dazugeho¨rige Drehgruppe G hat
60 Elemente, wobei die folgenden Drehachsen existieren:
• Durch gegenu¨berliegende Ecken gibt es insgesamt sechs fu¨nfza¨hlige Drehachsen.
• Durch die Mittelpunkte gegenu¨berliegender Fla¨chen gibt es insgesamt zehn dreiza¨hli-
ge Drehachsen.
• Durch die Mittelpunkte gegenu¨berliegender Kanten gibt es insgesamt fu¨nfzehn
zweiza¨hlige Drehachsen.
Die Lagebeziehung zweier beliebiger Ikosaederecken
Wa¨hlen wir die Ikosaederecke D in obiger Abbildung und fragen, welche Nachbarpunkte
fu¨r die gewa¨hlte Ecke existieren:
• Es gibt fu¨nf direkte Nachbarecken: die Ikosaederecken A und B sowie C und E
sowie F .
• Es gibt fu¨nf u¨berna¨chste Nachbarn: die Ikosaederecken K und J sowie H und G
sowie L.
• Es gibt die gegenu¨berliegende Ecke I, genannt Antipodenecke.
Das bedeutet, dass zwei beliebige Ikosaederecken genau drei verschiedene Lagebezie-
hungen einnehmen ko¨nnen: Sie ko¨nnen direkt benachbart sein, es ko¨nnen u¨berna¨chste
Nachbarn im Ikosaeder sein oder die beiden gewa¨hlten Ecken sind Antipodenecken.
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Der Abstand zweier beliebiger Ikosaederecken
Sei s die Kantenla¨nge des Ikosaeders, dann gilt:
• Zwei benachbarte Ikosaederecken unterscheiden sich gerade um eine Kante, folglich
ist der Abstand zwischen zwei benachbarten Ikosaederecken gleich s.
• Der Abstand zweier u¨berna¨chster Ikosaederecken soll am Beispiel der Ecken B und
F , siehe Abbildung A.1, berechnet werden. Gesucht ist demnach |FB|.
Die gewa¨hlten Punkte bilden zusammen mit den Ikosaederecken A und C sowie E
ein regelma¨ßiges Fu¨nfeck mit Kantenla¨nge s. Die Strecke FB entspricht nun gerade
einer der Diagonalen in diesem Fu¨nfeck. Weil fu¨r das Verha¨ltnis von Diagonale und








5) den Goldenen Schnitt bezeichnet, folgt |FB| = Φs. Der
Abstand zweier u¨berna¨chster Nachbarn im Ikosaeder ist damit gleich Φs.
• Bleibt noch der Abstand zweier antipodaler Ecken zu kla¨ren. Dies soll anhand der
beiden Ikosaederecken F und K geschehen, gesucht ist also |FK|.
In Abbildung A.1 sehen wir, dass die vier Ikosaederecken B und F sowie G und
K ein gemeinsames Rechteck bilden. Demnach folgt mit dem Satz von Pythagoras
und dem bisherigen Wissen:




Φ2 + 1 s.
Der Abstand eines Antipodenpaares im Ikosaeder ist folglich
√
Φ2 + 1 s.
Der Winkel zwischen zwei beliebigen Ikosaederecken
Hierzu betrachten wir noch einmal das bereits erwa¨hnte Rechteck BFGK, siehe Ab-
bildung A.2: Die Ikosaederecken B und K sind Nachbarecken und somit entspricht der
Abbildung A.2.: Das Reckteck mit den Ikosaederecken B und F sowie G und K
Winkel α, gru¨n eingezeichnet, gerade dem Winkel zwischen zwei benachbarten Ikosaeder-
ecken. Die Punkte F und B dagegen sind gerade u¨berna¨chste Nachbarn im Ikosaeder,
was bedeutet, dass der Winkel β, rot markiert, dem Winkel zwischen zwei u¨berna¨chsten
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Nachbarn im Ikosaeder entspricht. Die Ikosaederecken F und K sind antipodalen Ecken
und nach Definition betra¨gt der Winkel zwischen Antipodenpaaren gerade 180◦, was wir
auch in Abbildung A.2 sofort sehen.
Daneben ergibt sich aus obiger Abbildung aber unmittelbar noch eine weitere wichtige
Folgerung:
Beobachtung A.1. Der Winkel α zwischen zwei benachbarten Ikosaederecken und der
Winkel β zwischen zwei u¨berna¨chsten Nachbarn im Ikosaeder erga¨nzen sich zu 180◦.
Die Winkel α und β ko¨nnen wie folgt berechnet werden: Mit dem Wissen, dass die Punkte
X und Y die Mittelpunkte der Seiten KB und FB in Abbildung A.2 bezeichnen, und
den bisherigen Ergebnissen folgt:















Φ2 + 1 s.







































Mit Hilfe der Doppelwinkelformel cos 2x = cos2 x − sin2 x und unter Beru¨cksichtigung


























2Φ− 1 = −
1√
5
und damit ko¨nnen wir letzten Endes auch die beiden gesuchten Winkel α und β ganz
konkret berechnen:
(A.5) α ≈ 63, 43◦ sowie β ≈ 116, 57◦.
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Der Winkel zwischen zwei aneinanderliegenden Seitenfla¨chen
Eine weitere Gro¨ße, die noch berechnet werden kann, ist der Schnittwinkel zwischen zwei
aneinanderliegenden Seitenfla¨chen im Ikosaeder. Wir wa¨hlen dazu die beiden Dreiecke
BCD und BCK in Abbildung A.1. Gesucht ist demnach der Winkel γ = ]DZK, wobei
Z den Mittelpunkt der Kante CB bezeichnet:
Abbildung A.3.: Die beiden Dreiecke DCB und KCB aus Abbildung A.1
Bemerkungen zu Abbildung A.3:
• Der Punkt P ist Mittelpunkt der Strecke DK. Da die beiden Ikosaederecken D
und K gerade u¨berna¨chste Nachbarn im Ikosaeder sind, gilt |DP | = |PK| = 1
2
Φs.
• Die gewa¨hlten Dreiecke BCD und BCK sind symmetrisch bezu¨glich der Ebene
durch die gemeinsame Kante CB und den Punkt P . Folglich gilt fu¨r den gesuchten
Winkel die Gleichheit γ = ]DZK = 2]PZK.
• Die Seitenfla¨chen des Ikosaeders sind gleichseitige Dreiecke. Die Strecke ZK ent-













und fu¨r den gesuchten Winkel γ gilt folglich:
(A.6) γ = 2]PZK = 2 · arcsin( Φ√
3
) ≈ 2 · 69.09◦ ≈ 138.18◦.
Folgerungen fu¨r die Geometrie der Pflastersteine
Die Pflastersteine im Projektionsraum E ∼= R3 werden im Fall des dreidimensionalen
Penrose-Musters aufgespannt von den Einheitsvektoren ±vi mit 1 ≤ 6 ≤ i, welche gema¨ß
den U¨berlegungen in Abschnitt 1.3.3 wieder Ikosaederecken sind, angeordnet wie in Ab-
bildung 1.5 gezeigt. Wir ko¨nnen damit einige wichtige Gro¨ßen der Pflastersteine – wie
beispielsweise die La¨nge der unterschiedlichen Diagonalen – mit Hilfe lokaler Ikosaeder-
koordinaten berechnen. Tabelle A.1 nennt fu¨r die Punkte A bis L aus Abbildung A.1
















Tabelle A.1.: Die lokalen Ikosaederkoordinaten in Bezug auf Abbildung A.1
O. B. d. A. nehmen wir im Folgenden an, dass der flache Pflasterstein ausgehend von
einer stumpfen Ecke von den drei Ikosaederecken B und F sowie I aufgespannt wird,
der lange Pflasterstein, ebenfalls ausgehend von einer stumpfen Ecke, dagegen von den
drei Ikosaederecken C und E sowie I, siehe Abbildung A.4.
(a) Koordinaten des flachen Steins (b) Koordinaten des langen Steins
Abbildung A.4.: Lokale Koordinaten der beiden Pflastersteine
Damit lassen sich sowohl die Kantenla¨nge als auch die La¨ngen der einzelnen Diago-
nalen im langen und flachen Pflasterstein in lokalen Koordinaten berechnen. Fu¨r die
Kantenla¨nge der Pflastersteine erhalten wir:
|OB| = |(+1,−Φ, 0)| =
√
1 + Φ2 =
√
1 + Φ + 1 =
√
Φ + 2 .
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Fu¨r die lange Diagonale des flachen Steins gilt:
|B(F + I)| = |F (B + I)| = |(B + F )I)|
= |(−1− Φ,+1 + Φ,+1− Φ)|
=
√
1 + 2Φ + Φ2 + 1 + 2Φ + Φ2 + 1− 2Φ + Φ2
=
√
3Φ2 + 2Φ + 3 =
√
3(Φ + 1) + 2Φ + 3 =
√
5Φ + 6
und fu¨r die kurze Diagonale des flachen Steins:
|O(B + F + I)| = |(+1− Φ,+1− Φ,+1− Φ)| = −(1− Φ)
√
3 = (Φ− 1)
√
3 .
Schließlich erhalten wir fu¨r die lange Diagonale des langen Steins:
|I(E + C)| = |(+Φ, 0,+1 + 2Φ)|
=
√
Φ2 + 1 + 4Φ + 4Φ2
=
√
5Φ2 + 4Φ + 1 =
√
5(Φ + 1) + 4Φ + 1
=
√
9Φ + 6 =
√
3(3Φ + 2) =
√
3(Φ + 1)2 = (Φ + 1)
√
3
und fu¨r die kurze Diagonale des langen Steins:
|E(C + I)| = |C(E + I)| = |O(E + C + I)|
= |(+Φ, 0, 1− 2Φ)|
=
√
Φ2 + 1− 4Φ + 4Φ2
=
√
5Φ2 − 4Φ + 1 =
√
5(Φ + 1)− 4Φ + 1 = √Φ + 6 .
Damit ergibt sich abschließend:
Beobachtung A.2. Sowohl die Kantenla¨nge als auch die La¨nge der vier unterschiedli-
chen Diagonalen im langen und flachen Pflasterstein sind jeweils eindeutig in dem Sinn,
dass keine dieser fu¨nf Gro¨ßen in einem ganzzahligen Verha¨ltnis zueinander stehen.
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A.3. Hilfskonstruktionen bezu¨glich des Fensters V
Wie bereits erwa¨hnt, sollen einige Hilfskonstruktionen eingefu¨hrt werden, die es uns
ermo¨glichen, analog zu den Beispielbetrachtungen im R2 auch die Gebiete im Fall des
dreidimensionalen Penrose-Musters graphisch, also zweidimensional, zu konstruieren.
In vielen Fa¨llen wird an Stelle des Fensters V selbst die Projektion von V auf eine
bestimmte Ebene zu Hilfe genommen. Dieses Projektionsbild soll im Folgenden konstru-
iert werden.
Die Projektion des Fensters V auf eine Zeichenebene
Um mit dem Projektionsbild des Fensters V auf eine Ebene auch sinnvoll arbeiten zu
ko¨nnen, wollen wir erreichen, dass wenigstens ein Teil der La¨ngen und Winkel von V
bei der Projektion erhalten bleiben. Aus diesem Grund darf nicht irgendeine beliebige
Ebene als Projektionsebene57 gewa¨hlt werden, und so wa¨hlen wir die Ebene parallel zu
einer der 30 Fensterrauten R(±m,±n) mit m,n ∈ {1, . . . , 6} und m < n, vgl. 1.19.58
Beobachtung A.3. Es ist egal, welche der Fensterrauten R(±m,±n) mit m,n ∈ {1, . . . , 6}
und m < n man zur Bestimmung der Projektionsebene wa¨hlt: Die Gestalt des Projekti-
onsbilds an sich bleibt stets die Gleiche.
Beweis. Das Fenster V hat die Gestalt eines Rhombentriakontaeders. Die 30 Fenster-
rauten R(±m,±n) mit m,n ∈ {1, . . . , 6} und m < n bilden gerade die Seitenfla¨chen dieses
gleichseitigen Polyeders, und folglich ist es fu¨r die Gestalt des Projektionsbilds egal,
welche dieser Fensterrauten man zur Bestimmung der Projektionsebene auswa¨hlt.
Mit dem Wissen, dass die 12 Fensterecken des Typs S1max einen Ikosaeder aufspannen,
vgl. 1.3.4, und dass wiederum je zwei parallele Kanten im Ikosaeder ein sogenanntes Gol-
denes Rechteck, also ein Rechteck, dessen Kanten im Verha¨ltnis des Goldenen Schnitts
zueinander stehen, bilden, la¨sst sich das gesuchte Projektionsbild des Fensters V kon-
struieren.
57Die Begriffe Projektionsebene und Zeichenebene werden dabei im Folgenden a¨quivalent gebraucht.
58Bei der Projektion werden genau die Gro¨ßen isometrisch abgebildet, die in der Zeichenebene liegen.
Genau genommen meint diese Terminologie in einer Ebene parallel zur Zeichenebene liegen, da die
Projektionsabbildung jedoch gerade die Ho¨henkomponente vernachla¨ssigt, sind die beiden Sprechwei-
sen identisch!
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Abbildung A.5.: Die Projektion des Fensters V auf eine Ebene parallel zu einer der Fenster-
rauten R
Bemerkungen zu Abbildung A.5:
• Rosa eingezeichnet ist das Goldene Rechteck, von dem wir ausgehen, und das
problemlos konstruiert werden kann.
• Gelb gekennzeichnet sind alle Gro¨ßen, die in der Zeichenebene liegen und somit
unter der Projektion erhalten bleiben, d. h. isometrisch abgebildet werden.
• Die gru¨n markierten Punkte sind Ikosaederecken des Fensters V , also Ecken des
Typs S1max.
• Die rot markierten Punkte sind Dodekaederecken des Fensters V , also Ecken des
Typs S2max.
Legen wir uns ganz konkret auf eine der Fensterrauten R(±m,±n) mit m,n ∈ {1, . . . , 6}
und m < n fest und wa¨hlen die Projektionsebene parallel zu dieser Raute, so kann
das eben erstellte Projektionsbild des Fensters V noch um die konkreten Angaben der
entsprechenden Rauten und Ecken erga¨nzt werden.
Bemerkung. Es gibt demnach gewissermaßen einen Typ von Zeichenebene – die Ebene
parallel zu einer der 30 Fensterrauten – und daher ko¨nnen wir ganz allgemein auch
von der Zeichenebene sprechen. Durch Festlegung auf eine bestimmte Raute kann die
Zeichenebene jedoch fu¨r jede der Fensterrauten R(±m,±n) mit m,n ∈ {1, . . . , 6} und
m < n realisiert werden, vgl. dazu die Bemerkung auf Seite 40.
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Exemplarisch soll diese Festlegung hier fu¨r die Projektionsebene parallel zu der Raute
mit den vier Eckpunkten Φw5 und −Φw6 sowie Φw5 +w4 und Φw5 +w1 gezeigt werden.59
Gema¨ß den Bemerkungen auf Seite 29 bezeichnen wir diese mit R(5,−6). Wir erhalten:
Abbildung A.6.: Die Projektion des Fensters V auf die Ebene parallel zu Raute R(5,−6)
Bemerkungen zu Abbildung A.6:
• Gru¨n eingezeichnet sind wieder die Ikosaederecken des Fensters V und rot mar-
kiert, aber der U¨bersicht halber ohne Nennung der entsprechenden Koordinaten,
die Dodekaederecken von V . Die Koordinaten der mit 1 und 2 gekennzeichneten
Dodekaederecken sind in Fußnote 59 genannt.
• Die beiden Paare ±w1 und ±w4 von Einheitsvektoren, gelb eingezeichnet, liegen
jeweils in der Zeichenebene selbst und werden folglich isometrisch abgebildet.
• Es fa¨llt auf, dass nicht alle 30 Fensterrauten und nicht alle 32 Eckpunkte von V
in der Zeichnung zu finden sind. Grund ist folgender: Bei der Projektion fallen
diejenigen Gro¨ßen, die sich nur um eine Spiegelung an der Projektionsebene von-
einander unterscheiden, zusammen. In Abbildung A.6 sind daher nur diejenigen
Rauten und Ecken explizit genannt, die bezu¨glich der Raute R(5,−6) in der oberen
Ha¨lfte des Fensters V liegen. Tabelle A.2 gibt eine U¨bersicht u¨ber die Paare von
Rauten, welche in obigem Projektionsbild zusammenfallen.
59Φw5 + w4 = −Φw6 − w1 = Φw2 + w3 sowie Φw5 + w1 = −Φw6 − w4 = Φw3 + w2, vgl. Tabelle 1.1.
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Tabelle A.2.: Diese Rauten fallen unter der Projektion auf die Zeichenebene parallel zu Raute
R(5,−6) zusammen.
Lateral- und Ho¨henkomponente der Einheitsvektoren ±w1, . . . ,±w6
Neben dem Fenster V mu¨ssen auch die Einheitsvektoren ±w1, . . . ,±w6 im Hilfsraum
F ∼= R3 auf irgendeine Art zweidimensional gefasst werden. Dies geschieht mit Hilfe der
folgenden Zerlegung:
Komponentenzerlegung A.4. Bezu¨glich der in A.3 bestimmten Zeichenebene kann
man jeden der Einheitsvektoren ±wi fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6 in zwei Komponenten zerlegen:
in eine Komponente in Richtung dieser Zeichenebene, genannt Lateralkomponente LK,
und in die dazu senkrechte Komponente, genannt Ho¨henkomponente HK.
Bemerkung. Die konkrete Komponentenzerlegung der Einheitsvektoren ±w1, . . . ,±w6
ist abha¨ngig von der Wahl der jeweiligen Zeichenebene! Nach Beobachtung A.3 ist es zwar
fu¨r die Gestalt des Projektionsbilds an sich unerheblich, welche der 30 Fensterrauten man
zur Bestimmung der Projektionsebene auswa¨hlt, eine konkrete Angabe der verschiedenen
Rauten und Ecken im Projektionsbild kann jedoch nur in Abha¨ngigkeit von der Wahl
einer festen Raute geschehen, vgl. Abbildung A.6.
Im Folgenden sollen die einzelnen Komponenten der Einheitsvektoren ±w1, . . . ,±w6
bezu¨glich der Projektionsebene parallel zu RauteR(5,−6) bestimmt werden. Im vorherigen
Abschnitt haben wir bereits das Projektionsbild fu¨r diesen konkreten Fall erstellt und
genau dieses liefert nun sofort ein erstes Ergebnis:
Beobachtung A.5. Bezu¨glich der Zeichenebene parallel zu Raute R(5,−6) gilt: Die beiden
Paare ±w1 und ±w4 von Einheitsvektoren liegen ganz in der Zeichenebene selbst und
besitzen folglich keine Ho¨henkomponente.
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Beweis. Dies ist unmittelbar aus Abbildung A.6 zu entnehmen.
Wie aber ko¨nnen wir die Komponenten der noch verbleibenden Einheitsrichtungen be-
stimmen? Hier hilft die folgende Idee weiter: Auf Grund der besonderen Gestalt des
Fensters V als der eines Rhombentriakontaeders und dessen Invarianz unter der Dreh-
gruppe G des Ikosaeders, vgl. insbesondere Beobachtung 1.20, ko¨nnen wir Raute R(5,−6)
an einer anderen Stelle in Abbildung A.6 aufsuchen und die entsprechenden Ergebnisse
anschließend mit Hilfe von Analogien auf R(5,−6) u¨bertragen. Dieses Vorgehen wird im
Folgenden sehr wichtig sein und oft zum Einsatz kommen! Es gilt:
Prinzip der Analogiebetrachtung A.6. Das Fenster V hat die Gestalt eines gleich-
seitigen Polyeders, und so kann man mit Hilfe von Analogiebetrachtungen Ergebnisse
bezu¨glich einer der 30 Fensterrauten R(±m,±n) mit m,n ∈ {1, . . . , 6} und m < n sofort
auf alle u¨brigen 29 Fensterrauten u¨bertragen.
Damit lassen sich die Lateral- und Ho¨henkomponente der Einheitsrichtungen ±w2 und
±w3 sowie ±w5 und ±w6 bestimmen. Wie ist dieses Prinzip zu verstehen? Entspricht
R(5,−6) der Raute R(1,4), senkrecht zur Zeichenebene, dann spielt +w5 die Rolle des Ein-
heitsvektors +w4 und −w6 die des Einheitsvektors +w1. Analog dazu spielt ebenso −w5
die Rolle des Einheitsvektors −w4 sowie +w6 die des Einheitsvektors −w1.
Weil ±w1 und ±w4 nun aber bezu¨glich der Zeichenebene parallel zu Raute R(5,−6) iso-
metrisch abgebildet werden, ko¨nnen wir aus Abbildung A.6 die Lateral- und Ho¨henkom-
ponente der Einheitsrichtungen ±w5 und ±w6 ablesen.
Abbildung A.7.: Lateral- und Ho¨henkomponente von ±w2 und ±w3 sowie ±w5 und ±w6
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Mit demselben Vorgehen lassen sich ebenso die Komponenten der Einheitsrichtungen
±w2 und ±w3 ermitteln: Entspricht R(5,−6) der Raute R(2,−3), ebenfalls senkrecht zur
Zeichenebene, dann spielt +w2 die Rolle des Einheitsvektors +w4 und +w3 die des
Einheitsvektors −w1. Analog dazu spielt auch wieder −w2 die Rolle des Einheitsvektors
−w4 und −w3 die des Einheitsvektors +w1. Wir erhalten damit auch die Lateral- und
Ho¨henkomponente von ±w2 und ±w3, siehe Abbildung A.7. Insgesamt folgt:
Beobachtung A.7. Bezu¨glich der Zeichenebene parallel zu Raute R(5,−6) existieren fu¨r
die Einheitsvektoren ±w2 und ±w3 sowie ±w5 und ±w6 insgesamt nur zwei verschiedene
Komponentenla¨ngen, i. e.
|LK(±w5,±w6)| = |HK(±w2,±w3)| sowie |HK(±w5,±w6)| = |LK(±w2,±w3)|.
Mit Hilfe des oben formulierten Prinzips der Analogiebetrachtung A.6 lassen sich diese
Ergebnisse auf alle u¨brigen 29 Fensterrauten u¨bertragen. Die Beobachtungen A.5 und
A.7 ko¨nnen damit auch in einer allgemeineren Form, d. h. unabha¨ngig von der Wahl
einer konkreten Zeichenebene, formuliert werden:
Beobachtung A.8. Fu¨r die Zeichenebene parallel zu einer der 30 Fensterrauten gilt:
• Je zwei Paare von Einheitsvektoren ±wi und ±wk mit 1 ≤ i 6= k ≤ 6 liegen stets
ganz in der Zeichenebene und besitzen folglich keine Ho¨henkomponente.
• Fu¨r die verbleibenden vier Paare von Einheitsvektoren existieren nur insgesamt
zwei verschiedene Komponentenla¨ngen: Die Lateralkomponente von zweien dieser
vier Paare ist dabei gleich der Ho¨henkomponente der anderen beiden verbleibenden
Paare und umgekehrt.
Bemerkung. Umgangssprachlich ausgedru¨ckt gibt es damit genau zwei verschiedene
La¨ngen, mit denen wir bezu¨glich der Zerlegung der Einheitsvektoren in ihre jeweilige
Lateral- und Ho¨henkomponente arbeiten mu¨ssen: die blaue
”
lange“ und die lila
”
kurze“
La¨nge in Abbildung A.7. In den verschiedenen Konstruktionsbildern werden wir diese
Farben in konsistenter Weise verwenden!
Ebenentypen und Fensterschnitte
Um die dreidimensionalen Gebiete im Fenster V zweidimensional fassen und somit gra-
phisch konstruieren zu ko¨nnen, wird das Fenster V mit bestimmten Ebenen geschnitten
und anschließend die Gebiete auf diesen zweidimensionalen Schnittebenen elementargeo-
metrisch ermittelt, siehe die U¨berlegungen in Abschnitt 2.2.2. Auf Grund der besonderen
Gestalt von V als der eines gleichseitigen Polyeders ko¨nnen all diese Schnittebenen je-
doch auch in bestimmte Typen von Ebenen klassifiziert werden, vgl. die Bemerkung auf
Seite 40.
In Beobachtung 2.12 haben wir gesehen: Zur Ermittlung aller Gebiete im Fenster V
mu¨ssen wir die Teilgebiete auf den Ebenen des Typs E1 und E2 bestimmen, genauer
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genommen auf den Ebenentypen E1+ und E1− sowie E2+ und E2− . Im Folgenden soll
exemplarisch der Schnitt der Ebene des Typs E1 mit dem Fenster V , d. h. der Fenster-
schnitt E1 konstruiert werden. Zudem werden der U¨bersicht halber alle in dieser Arbeit
erwa¨hnten Ebenentypen in einem Gesamtu¨berblick zusammengestellt.
Die Konstruktion des Fensterschnitts E1
Um den Fensterschnitt des Ebenentyps E1 konstruieren zu ko¨nnen, muss wieder eine
konkrete Ebene dieses Typs gewa¨hlt werden. In Analogie zum bisherigen Vorgehen er-
mitteln wir daher den Schnitt der Ebene E
(5,−6)
1 mit dem Fenster V , d. h. E
(5,−6)
1 ∩ V .
Zur Konstruktion greifen wir dabei insbesondere wieder auf das Prinzip der Analogie-
betrachtung A.6 zuru¨ck.
Abbildung A.8.: Die Konstruktion des Schnitts der Ebene E
(5,−6)
1 mit dem Fenster V
Konstruktion des Fensterschnitts der Ebene E
(5,−6)
1 :
1. Entspricht die Raute R(5,−6) der Raute R(1,4), so spielt die Ebene E
(5,−6)
1 gerade
die Rolle der Ebene E
(1,4)
1 , und die beiden Schnittpunkte dieser Ebene mit dem
Rand des Fensters V lassen sich problemlos aus Abbildung A.8 ablesen: Es sind die
beiden lila markierten Punkte A und B. Folglich sind A′ und B′ die Schnittpunkte
der Ebene E
(5,−6)
1 mit dem Rand von V .
2. Entspricht die Raute R(5,−6) der Raute R(2,−3), so spielt nun die Ebene E
(5,−6)
1 die
Rolle der Ebene E
(2,−3)
1 , und auch die beiden Schnittpunkte dieser Ebene mit dem
Rand des Fensters V kann man aus obiger Abbildung ablesen: Es sind die beiden
blau markierten Punkte C und D.
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3. Im Fall der Schnittpunkte C und D gilt es jedoch Folgendes zu beachten: Die Ebe-
ne E
(2,−3)
1 schneidet das Fenster in der langen Diagonalen einer Fensterraute R,





ru¨cku¨bersetzen“, mu¨ssen wir an dieser Stelle fragen: Welchem Abschnitt
auf der kurzen Diagonale der Fensterraute R entspricht der ermittelte blaue Ab-
schnitt auf der langen Diagonale der Fensterraute R? Diese Frage kann mittels der
in Abbildung A.8 gestrichelten Raute gelo¨st werden und wir erhalten die Schnitt-
punkte C ′ und D′, und damit schließlich die Schnittpunkte C ′′ und D′′ der Ebene
E
(5,−6)
1 mit dem Rand des Fensters V .
4. Anschließend an den Punkt C ′′ schneidet die Ebene E(5,−6)1 die Fensterraute R(2,4)
parallel zu den beiden Kanten dieser Raute, welche unter Projektion isometrisch
abgebildet werden, vgl. Abbildung A.6. Ein Abtragen der Kantenla¨nge, gelb mar-
kiert in Abbildung A.8, ergibt damit den Schnittpunkt E der Ebene E
(5,−6)
1 mit
dem Rand des Fensters V .
5. Durch Verbinden der drei Punkte A′ und E sowie C ′′ und unter Verwendung der
Symmetrien des Fensters V , vgl. Beobachtung 1.20, erhalten wir schließlich den
Schnitt der Ebene E
(5,−6)
1 mit dem Fenster V und damit ganz allgemein den Schnitt
der Ebene des Typs E1 mit V , genannt Fensterschnitt E1.
Fu¨r ein besseres Versta¨ndnis ist als Bezugsgro¨ße noch der Schnitt durch den Mittel-
punkt des Fensters V , welcher gerade dem Rand des in Abbildung A.5 konstruierten
Projektionsbilds entspricht, gestrichelt eingezeichnet.
Abbildung A.9.: Der Fensterschnitt E1
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U¨bersicht u¨ber die einzelnen Ebenentypen
Folgende Abbildung soll abschließend einen Gesamtu¨berblick u¨ber alle in dieser Arbeit
erwa¨hnten Ebenentypen geben, beachte hierzu insbesondere Hilfsbeobachtung 1 sowie
die Bemerkung auf Seite 59: Jede Raute im Fenster V besitzt eine antipodale Fenster-
raute, und damit kennen wir implizit auch bereits sa¨mtliche gestrichelt eingezeichneten
Ebenen!
Abbildung A.10.: U¨bersicht u¨ber die unterschiedlichen Ebenentypen
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A.4. Die Gebietseinteilungen der unterschiedlichen
Ebenentypen
Um das an sich dreidimensionale Fenster V zweidimensional fassbar zu machen, wird,
wie in A.3 beschrieben, das Fenster V mit bestimmten Ebenen geschnitten. Will man
nun die ebenfalls dreidimensionalen Gebiete Ω4, . . . ,Ω12 von V bestimmen, vgl. Beob-
achtung 2.21, kann man dazu, wie in Beobachtung 2.9 formuliert, die zweidimensionalen
Einschra¨nkungen Ω
′
4, . . . ,Ω
′
12 der dreidimensionalen Gebiete Ω4, . . . ,Ω12 auf den unter-
schiedlichen Schnittebenen konstruieren und mit Hilfe dieser Ergebnisse dann Ru¨ck-
schlu¨sse auf die Gebiete Ω4, . . . ,Ω12 im Fenster V ziehen. In Kapitel 2 wird ausfu¨hrlich
die Konstruktion der Gebiete Ω
′
4, . . . ,Ω
′
12 fu¨r die Ebene des Typs E1 mit Hilfe des Kon-
struktionsprinzips 2.15 geschildert. Die Konstruktion der Gebietseinteilungen auf allen
u¨brigen Ebenentypen geschieht vo¨llig analog dazu, im Folgenden werden die entspre-
chenden Ergebnisse gezeigt.
In Analogie zum bisherigen Vorgehen werden dabei die unterschiedlichen Ebenentypen
bzw. die Gebiete auf diesen Ebenentypen in Bezug auf die Raute R(5,−6) betrachtet.
Blickrichtung ist daher die in Abbildung A.6 gezeigte Perspektive. Mit Hilfe des Analo-
gieprinzips A.6 lassen sich die Ergebnisse, wie in 2.2.2 veranschaulicht, jedoch auf alle
jeweils 29 restlichen Ebenen eines bestimmten Typs u¨bertragen. Ferner gilt:
Beobachtung A.9. Fu¨r die Gebietseinteilung der Ebene eines beliebigen Typs T 6= E1, E2
ist eine Fallunterscheidung in die Ebenentypen T+ sowie T− nicht notwendig!
Beweis. Die Begrenzungsfla¨chen aller (Teil-) Gebiete im Fenster V liegen gerade auf
den 60 Ebenen des Typs E1 und E2. Fu¨r diese Ebenen ist es daher entscheidend, ob die
(Teil-) Gebiete ober- oder unterhalb dieser Ebenen betrachtet werden. Fu¨r alle restlichen
Ebenen gilt diese Eigenschaft, zwei (Teil-) Gebiete voneinander zu trennen, gerade nicht,
und somit muss hier diese Fallunterscheidung nicht bedacht werden. Fu¨r T 6= E1, E2 gilt
in Bezug auf Kriterium (2.3) somit stets:
(T + HK(±wi)) 6∈ V fu¨r alle 1 ≤ i ≤ 6.
Wie in Tabelle 2.2 in Kapitel 2 festgehalten, werden Gebiete gleichen Typs stets mit der
gleichen Farbe markiert. Es gilt:
Gebiet Farbe Gebiet Farbe Gebiet Farbe
Ω4 Rosa Ω5 Gelb Ω6a Blau
Ω6b Braun Ω7 Grau Ω8 Rot
Ω9 Gru¨n Ω10 Lila Ω12 Orange
Tabelle A.3.: U¨bersicht u¨ber die Farben zur Kennzeichnung der unterschiedlichen Gebiete
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Die Gebietseinteilung der Ebene des Typs E1+




A.4. Die Gebietseinteilungen der unterschiedlichen Ebenentypen
Gebiet Einheitsrichtungen Gebiet Einheitsrichtungen
41 −w1,−w3,−w4,+w6 61 −w1,−w2,−w3,−w4,−w5,+w6
42 −w1,+w2,−w3,+w6 62 −w1,+w2,−w3,−w4,−w5,+w6
43 −w1,+w2,−w3,+w4 63 −w1,+w2,−w3,+w4,−w5,+w6
44 +w2,−w3,+w4,−w5 64 +w1,+w2,−w3,+w4,−w5,+w6
45 +w1,−w3,+w4,−w5 65 +w1,−w2,−w3,+w4,−w5,+w6
46 +w1,−w2,+w4,−w5 66 +w1,−w2,+w3,+w4,−w5,+w6
47 +w1,−w2,+w3,−w5 67 +w1,−w2,+w3,−w4,−w5,+w6
48 +w1,−w2,+w3,−w4 68 −w1,−w2,+w3,−w4,−w5,+w6
49 −w2,+w3,−w4,+w6 71 −w1,−w2,±w3,−w4,−w5,+w6
410 −w1,−w2,−w4,+w6 72 −w1,±w2,−w3,−w4,−w5,+w6
51 −w1,−w2,−w3,−w4,+w6 73 −w1,+w2,−w3,±w4,−w5,+w6
52 −w1,+w2,−w3,−w4,+w6 74 −w1,±w2,−w3,+w4,−w5,+w6
53 −w1,+w2,−w3,−w5,+w6 75 ±w1,+w2,−w3,+w4,−w5,+w6
54 −w1,+w2,−w3,+w4,+w6 76 +w1,±w2,−w3,+w4,−w5,+w6
55 −w1,+w2,−w3,+w4,−w5 77 +w1,−w2,±w3,+w4,−w5,+w6
56 +w2,−w3,+w4,−w5,+w6 78 +w1,−w2,+w3,±w4,−w5,+w6
57 +w1,+w2,−w3,+w4,−w5 79 +w1,−w2,±w3,−w4,−w5,+w6
58 +w1,−w2,−w3,+w4,−w5 710 ±w1,−w2,+w3,−w4,−w5,+w6
59 +w1,−w2,+w3,+w4,−w5 81 ±w1,−w2,±w3,−w4,−w5,+w6
510 +w1,−w2,+w3,−w5,+w6 82 −w1,±w2,−w3,±w4,−w5,+w6
511 +w1,−w2,+w3,−w4,−w5 83 ±w1,±w2,−w3,+w4,−w5,+w6
512 +w1,−w2,+w3,−w4,+w6 84 +w1,−w2,±w3,±w4,−w5,+w6
513 −w2,+w3,−w4,−w5,+w6 91 ±w1,−w2,±w3,±w4,−w5,+w6
514 −w1,−w2,+w3,−w4,+w6 92 ±w1,±w2,−w3,±w4,−w5,+w6
10 ±w1,±w2,±w3,±w4,−w5,+w6
Tabelle A.4.: Die auf der Ebene E
(5,−6)
1+
in den einzelnen Gebieten erlaubten Einheitsrich-
tungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6
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Die Gebietseinteilung der Ebene des Typs E1−




A.4. Die Gebietseinteilungen der unterschiedlichen Ebenentypen
Gebiet Einheitsrichtungen Gebiet Einheitsrichtungen
41 −w1,−w3,−w4,+w6 69 −w1,−w2,−w3,−w4,+w5,+w6
42 −w1,+w2,−w3,+w6 610 +w1,−w2,−w3,+w4,−w5,−w6
43 −w1,+w2,−w3,+w4 73 −w1,+w2,−w3,±w4,−w5,+w6
44 +w2,−w3,+w4,−w5 74 −w1,±w2,−w3,+w4,−w5,+w6
45 +w1,−w3,+w4,−w5 75 ±w1,+w2,−w3,+w4,−w5,+w6
46 +w1,−w2,+w4,−w5 78 +w1,−w2,+w3,±w4,−w5,+w6
47 +w1,−w2,+w3,−w5 79 +w1,−w2,±w3,−w4,−w5,+w6
48 +w1,−w2,+w3,−w4 710 ±w1,−w2,+w3,−w4,−w5,+w6
49 −w2,+w3,−w4,+w6 711 −w1,−w2,−w3,−w4,±w5,+w6
410 −w1,−w2,−w4,+w6 712 +w1,−w2,−w3,+w4,−w5,±w6
52 −w1,+w2,−w3,−w4,+w6 81 ±w1,−w2,±w3,−w4,−w5,+w6
53 −w1,+w2,−w3,−w5,+w6 82 −w1,±w2,−w3,±w4,−w5,+w6
54 −w1,+w2,−w3,+w4,+w6 83 ±w1,±w2,−w3,+w4,−w5,+w6
55 −w1,+w2,−w3,+w4,−w5 84 +w1,−w2,±w3,±w4,−w5,+w6
56 +w2,−w3,+w4,−w5,+w6 85 −w1,−w2,±w3,−w4,±w5,+w6
57 +w1,+w2,−w3,+w4,−w5 86 −w1,±w2,−w3,−w4,±w5,+w6
59 +w1,−w2,+w3,+w4,−w5 87 +w1,±w2,−w3,+w4,−w5,±w6
510 +w1,−w2,+w3,−w5,+w6 88 +w1,−w2,±w3,+w4,−w5,±w6
511 +w1,−w2,+w3,−w4,−w5 91 ±w1,−w2,±w3,±w4,−w5,+w6
512 +w1,−w2,+w3,−w4,+w6 92 ±w1,±w2,−w3,±w4,−w5,+w6
513 −w2,+w3,−w4,−w5,+w6 93 ±w1,−w2,±w3,−w4,±w5,+w6
514 −w1,−w2,+w3,−w4,+w6 94 −w1,±w2,−w3,±w4,±w5,+w6
62 −w1,+w2,−w3,−w4,−w5,+w6 95 +w1,−w2,±w3,±w4,−w5,±w6
63 −w1,+w2,−w3,+w4,−w5,+w6 96 ±w1,±w2,−w3,+w4,−w5,±w6
64 +w1,+w2,−w3,+w4,−w5,+w6 101 ±w1,−w2,±w3,±w4,±w5,+w6
66 +w1,−w2,+w3,+w4,−w5,+w6 102 ±w1,±w2,−w3,±w4,±w5,+w6
67 +w1,−w2,+w3,−w4,−w5,+w6 103 ±w1,±w2,−w3,±w4,−w5,±w6
68 −w1,−w2,+w3,−w4,−w5,+w6 104 ±w1,−w2,±w3,±w4,−w5,±w6
12 ±w1,±w2,±w3,±w4,±w5,±w6
Tabelle A.5.: Die auf der Ebene E
(5,−6)
1− in den einzelnen Gebieten erlaubten Einheitsrich-
tungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6
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Die Gebietseinteilung der Ebene des Typs E2+
Abbildung A.13.: Die Gebietseinteilung der Ebene E
(5,−6)
2+
Gebiet Einheitsrichtungen Gebiet Einheitsrichtungen
41 −w1,−w3,−w4,+w6 56 +w1,−w2,+w4,−w5,+w6
42 −w1,−w3,−w5,+w6 57 +w1,−w2,−w4,−w5,+w6
43 −w3,+w4,−w5,+w6 58 −w1,−w2,−w4,−w5,+w6
44 +w1,−w3,+w4,−w5 61 −w1,−w2,−w3,−w4,−w5,+w6
45 +w1,−w2,+w4,−w5 62 −w1,−w2,−w3,+w4,−w5,+w6
46 +w1,−w2,−w5,+w6 63 +w1,−w2,−w3,+w4,−w5,+w6
47 −w2,−w4,−w5,+w6 64 +w1,−w2,−w3,−w4,−w5,+w6
48 −w1,−w2,−w4,+w6 71 ±w1,−w2,−w3,−w4,−w5,+w6
51 −w1,−w2,−w3,−w4,+w6 72 −w1,−w2,−w3,±w4,−w5,+w6
52 −w1,−w3,−w4,−w5,+w6 73 ±w1,−w2,−w3,+w4,−w5,+w6
53 −w1,−w3,+w4,−w5,+w6 74 +w1,−w2,−w3,±w4,−w5,+w6
54 +w1,−w3,+w4,−w5,+w6 8 ±w1,−w2,−w3,±w4,−w5,+w6
55 +w1,−w2,−w3,+w4,−w5
Tabelle A.6.: Die auf der Ebene E
(5,−6)
2+
in den einzelnen Gebieten erlaubten Einheitsrich-
tungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6
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Die Gebietseinteilung der Ebene des Typs E2−
Abbildung A.14.: Die Gebietseinteilung der Ebene E
(5,−6)
2−
Gebiet Einheitsrichtungen Gebiet Einheitsrichtungen
41 −w1,−w3,−w4,+w6 512 −w2,+w3,−w4,−w5,+w6
44 +w1,−w3,+w4,−w5 61 −w1,−w2,−w3,−w4,−w5,+w6
45 +w1,−w2,+w4,−w5 63 +w1,−w2,−w3,+w4,−w5,+w6
48 −w1,−w2,−w4,+w6 65 −w1,+w2,−w3,+w4,−w5,+w6
51 −w1,−w2,−w3,−w4,+w6 66 +w1,−w2,+w3,−w4,−w5,+w6
52 −w1,−w3,−w4,−w5,+w6 71 ±w1,−w2,−w3,−w4,−w5,+w6
54 +w1,−w3,+w4,−w5,+w6 72 −w1,−w2,−w3,±w4,−w5,+w6
55 +w1,−w2,−w3,+w4,−w5 73 ±w1,−w2,−w3,+w4,−w5,+w6
56 +w1,−w2,+w4,−w5,+w6 74 +w1,−w2,−w3,±w4,−w5,+w6
58 −w1,−w2,−w4,−w5,+w6 75 −w1,±w2,−w3,+w4,−w5,+w6
59 −w1,+w2,−w3,−w5,+w6 76 +w1,−w2,±w3,−w4,−w5,+w6
510 +w2,−w3,+w4,−w5,+w6 8 ±w1,−w2,−w3,±w4,−w5,+w6
511 +w1,−w2,+w3,−w5,+w6
Tabelle A.7.: Die auf der Ebene E
(5,−6)
2− in den einzelnen Gebieten erlaubten Einheitsrich-
tungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6
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Die Gebietseinteilung der Ebene des Typs A
Die Ebene des Typs A liegt auf dem Rand des Fensters V , folglich hat der Schnitt
dieser Ebene mit V gerade die Gestalt einer Fensterraute R. Die Ebene des Typs A
selbst schneidet das offene Fenster V nicht, die Gebietsaufteilung der Ebene des Typs
A erfasst daher genauer gesagt die Gebiete kurz unterhalb dieser Ebene.
Abbildung A.15.: Unterhalb der Ebene A(5,−6) liegt ein Gebiet des Typs Ω4, welches fu¨r
den Projektionspunkt zF eines Gitterpunktes z ∈ (E + I6) ⊂ R6 gerade die oben genannten
Einheitsrichtungen −w2 und −w3 sowie −w5 und +w6 erlaubt.
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Die Gebietseinteilung der Ebene des Typs B
Abbildung A.16.: Die Gebietseinteilung der Ebene B(5,−6)
Gebiet Einheitsrichtungen Gebiet Einheitsrichtungen
41 −w1,−w3,−w4,+w6 55 −w2,−w3,+w4,−w5,+w6
42 −w1,−w3,−w5,+w6 56 +w1,−w3,+w4,−w5,+w6
43 −w3,+w4,−w5,+w6 57 +w1,−w2,−w3,+w4,−w5
44 +w1,−w3,+w4,−w5 58 +w1,−w2,+w4,−w5,+w6
45 +w1,−w2,+w4,−w5 59 +w1,−w2,−w3,−w5,+w6
46 +w1,−w2,−w5,+w6 510 +w1,−w2,−w4,−w5,+w6
47 −w2,−w4,−w5,+w6 511 −w2,−w3,−w4,−w5,+w6
48 −w1,−w2,−w4,+w6 512 −w1,−w2,−w4,−w5,+w6
51 −w1,−w2,−w3,−w4,+w6 61 −w1,−w2,−w3,−w4,−w5,+w6
52 −w1,−w3,−w4,−w5,+w6 62 −w1,−w2,−w3,+w4,−w5,+w6
53 −w1,−w2,−w3,−w5,+w6 63 +w1,−w2,−w3,+w4,−w5,+w6
54 −w1,−w3,+w4,−w5,+w6 64 +w1,−w2,−w3,−w4,−w5,+w6
Tabelle A.8.: Die auf der Ebene B(5,−6) in den einzelnen Gebieten erlaubten Einheitsrich-
tungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6
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Die Gebietseinteilung der Ebene des Typs C
Abbildung A.17.: Die Gebietseinteilung der Ebene C(5,−6)
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Gebiet Einheitsrichtungen Gebiet Einheitsrichtungen
41 −w1,−w4,+w5,+w6 71 ±w1,−w2,+w3,−w4,+w5,+w6
42 −w1,+w2,−w3,+w4 72 −w1,+w2,−w3,±w4,+w5,+w6
43 +w1,+w4,−w5,−w6 73 ±w1,+w2,−w3,+w4,−w5,−w6
44 +w1,−w2,+w3,−w4 74 +w1,−w2,+w3,±w4,−w5,−w6
51 −w2,+w3,−w4,+w5,+w6 81 −w1,±w2,±w3,−w4,+w5,+w6
52 −w1,+w2,−w3,+w5,+w6 82 −w1,+w2,−w3,+w4,±w5,±w6
53 +w2,−w3,+w4,−w5,−w6 83 +w1,±w2,±w3,+w4,−w5,−w6
54 +w1,−w2,+w3,−w5,−w6 84 +w1,−w2,+w3,−w4,±w5,±w6
61 −w1,−w2,+w3,−w4,+w5,+w6 91 ±w1,−w2,+w3,−w4,±w5,±w6
62 −w1,+w2,−w3,−w4,+w5,+w6 92 −w1,+w2,−w3,±w4,±w5,±w6
63 −w1,+w2,−w3,+w4,+w5,+w6 93 ±w1,+w2,−w3,+w4,±w5,±w6
64 −w1,+w2,−w3,+w4,−w5,−w6 94 +w1,−w2,+w3,±w4,±w5,±w6
65 +w1,+w2,−w3,+w4,−w5,−w6 101 −w1,±w2,±w3,−w4,±w5,±w6
66 +w1,−w2,+w3,+w4,−w5,−w6 102 ±w1,+w2,−w3,±w4,±w5,±w6
67 +w1,−w2,+w3,−w4,−w5,−w6 103 +w1,±w2,±w3,+w4,±w5,±w6
68 +w1,−w2,+w3,−w4,+w5,+w6 104 ±w1,−w2,+w3,±w4,±w5,±w6
12 ±w1,±w2,±w3,±w4,±w5,±w6
Tabelle A.9.: Die auf der Ebene C(5,−6) in den einzelnen Gebieten erlaubten Einheitsrich-
tungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6
195
A. Anhang
Die Gebietseinteilung der Ebene des Typs D
Abbildung A.18.: Die Gebietseinteilung der Ebene D(5,−6)
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A.4. Die Gebietseinteilungen der unterschiedlichen Ebenentypen
Gebiet Einheitsrichtungen Gebiet Einheitsrichtungen
41 −w1,−w4,+w5,+w6 67 +w1,−w2,+w3,−w4,+w5,−w6
42 −w1,+w2,−w4,+w5 68 −w1,−w2,+w3,−w4,+w5,+w6
43 −w1,+w2,−w3,+w5 71 −w1,±w2,+w3,−w4,+w5,+w6
44 −w1,+w2,−w3,+w4 72 −w1,+w2,±w3,−w4,+w5,+w6
45 +w2,−w3,+w4,−w6 73 −w1,+w2,−w3,−w4,+w5,±w6
46 +w1,+w2,+w4,−w6 74 +w1,+w2,−w3,+w4,±w5,−w6
47 +w1,+w4,−w5,−w6 75 +w1,+w2,±w3,+w4,−w5,−w6
48 +w1,+w3,+w4,−w6 76 +w1,±w2,+w3,+w4,−w5,−w6
49 +w1,−w2,+w3,−w6 77 +w1,−w2,+w3,+w4,±w5,−w6
410 +w1,−w2,+w3,−w4 78 −w1,−w2,+w3,−w4,+w5,±w6
411 −w2,+w3,−w4,+w5 81 −w1,±w2,+w3,−w4,+w5,±w6
412 −w1,+w3,−w4,+w5 82 −w1,+w2,±w3,−w4,+w5,±w6
51 −w1,+w3,−w4,+w5,+w6 83 −w1,+w2,−w3,±w4,+w5,±w6
52 −w1,+w2,−w4,+w5,+w6 84 ±w1,+w2,−w3,+w4,±w5,−w6
53 −w1,+w2,−w3,−w4,+w5 85 +w1,+w2,±w3,+w4,±w5,−w6
54 −w1,+w2,−w3,+w4,+w5 86 +w1,±w2,+w3,+w4,±w5,−w6
55 −w1,+w2,−w3,+w4,−w6 87 +w1,−w2,+w3,±w4,±w5,−w6
56 +w1,+w2,−w3,+w4,−w6 88 ±w1,−w2,+w3,−w4,+w5,±w6
57 +w1,+w2,+w4,−w5,−w6 91 −w1,±w2,±w3,−w4,+w5,±w6
58 +w1,+w3,+w4,−w5,−w6 92 −w1,+w2,±w3,±w4,+w5,±w6
59 +w1,−w2,+w3,+w4,−w6 93 ±w1,+w2,±w3,+w4,±w5,−w6
510 +w1,−w2,+w3,−w4,−w6 94 +w1,±w2,±w3,+w4,±w5,−w6
511 +w1,−w2,+w3,−w4,+w5 95 +w1,±w2,+w3,±w4,±w5,−w6
512 −w1,−w2,+w3,−w4,+w5 96 ±w1,±w2,+w3,−w4,+w5,±w6
61 −w1,+w2,+w3,−w4,+w5,+w6 101 ±w1,±w2,±w3,−w4,+w5,±w6
62 −w1,+w2,−w3,−w4,+w5,+w6 102 −w1,±w2,±w3,±w4,+w5,±w6
63 −w1,+w2,−w3,+w4,+w5,−w6 103 ±w1,±w2,±w3,+w4,±w5,−w6
64 +w1,+w2,−w3,+w4,−w5,−w6 104 +w1,±w2,±w3,±w4,±w5,−w6
65 +w1,+w2,+w3,+w4,−w5,−w6 12 ±w1,±w2,±w3,±w4,±w5,±w6
66 +w1,−w2,+w3,+w4,−w5,−w6
Tabelle A.10.: Die auf der Ebene D(5,−6) in den einzelnen Gebieten erlaubten Einheitsrich-
tungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6
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A. Anhang
Die Gebietseinteilung der Ebene des Typs G
Abbildung A.19.: Die Gebietseinteilung der Ebene G(5,−6)
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Gebiet Einheitsrichtungen Gebiet Einheitsrichtungen
41 −w1,−w4,+w5,+w6 76 −w1,+w2,−w3,+w4,±w5,−w6
42 −w1,+w2,−w4,+w5 77 ±w1,+w2,−w3,+w4,−w5,−w6
43 −w1,+w2,−w3,+w5 78 +w1,+w2,−w3,+w4,±w5,−w6
44 −w1,+w2,−w3,+w4 79 +w1,+w2,±w3,+w4,−w5,−w6
45 +w2,−w3,+w4,−w6 710 +w1,±w2,+w3,+w4,−w5,−w6
46 +w1,+w2,+w4,−w6 711 +w1,−w2,+w3,+w4,±w5,−w6
47 +w1,+w4,−w5,−w6 712 +w1,−w2,+w3,±w4,−w5,−w6
48 +w1,+w3,+w4,−w6 713 +w1,−w2,+w3,−w4,±w5,−w6
49 +w1,−w2,+w3,−w6 714 +w1,−w2,+w3,−w4,+w5,±w6
410 +w1,−w2,+w3,−w4 715 ±w1,−w2,+w3,−w4,+w5,+w6
411 −w2,+w3,−w4,+w5 716 −w1,−w2,+w3,−w4,+w5,±w6
412 −w1,+w3,−w4,+w5 81 −w1,±w2,+w3,−w4,+w5,±w6
51 −w1,+w3,−w4,+w5,+w6 82 −w1,±w2,±w3,−w4,+w5,+w6
52 −w1,+w2,−w4,+w5,+w6 83 −w1,+w2,±w3,−w4,+w5,±w6
53 −w1,+w2,−w3,−w4,+w5 84 −w1,+w2,−w3,±w4,+w5,±w6
54 −w1,+w2,−w3,+w5,+w6 85 −w1,+w2,−w3,+w4,±w5,±w6
55 −w1,+w2,−w3,+w4,+w5 86 ±w1,+w2,−w3,+w4,±w5,−w6
56 −w1,+w2,−w3,+w4,−w6 87 +w1,+w2,±w3,+w4,±w5,−w6
57 +w2,−w3,+w4,−w5,−w6 88 +w1,±w2,±w3,+w4,−w5,−w6
58 +w1,+w2,−w3,+w4,−w6 89 +w1,±w2,+w3,+w4,±w5,−w6
59 +w1,+w2,+w4,−w5,−w6 810 +w1,−w2,+w3,±w4,±w5,−w6
510 +w1,+w3,+w4,−w5,−w6 811 +w1,−w2,+w3,−w4,±w5,±w6
511 +w1,−w2,+w3,+w4,−w6 812 ±w1,−w2,+w3,−w4,+w5,±w6
512 +w1,−w2,+w3,−w5,−w6 91 −w1,±w2,±w3,−w4,+w5,±w6
513 +w1,−w2,+w3,−w4,−w6 92 −w1,+w2,±w3,±w4,+w5,±w6
514 +w1,−w2,+w3,−w4,+w5 93 −w1,+w2,−w3,±w4,±w5,±w6
515 −w2,+w3,−w4,+w5,+w6 94 ±w1,+w2,−w3,+w4,±w5,±w6
516 −w1,−w2,+w3,−w4,+w5 95 ±w1,+w2,±w3,+w4,±w5,−w6
61 −w1,+w2,+w3,−w4,+w5,+w6 96 +w1,±w2,±w3,+w4,±w5,−w6
62 −w1,+w2,−w3,−w4,+w5,+w6 97 +w1,±w2,+w3,±w4,±w5,−w6
63 −w1,+w2,−w3,+w4,+w5,+w6 98 +w1,−w2,+w3,±w4,±w5,±w6
64 −w1,+w2,−w3,+w4,+w5,−w6 99 ±w1,−w2,+w3,−w4,±w5,±w6
65 −w1,+w2,−w3,+w4,−w5,−w6 910 ±w1,±w2,+w3,−w4,+w5,±w6
66 +w1,+w2,−w3,+w4,−w5,−w6 101 ±w1,±w2,±w3,−w4,+w5,±w6
67 +w1 + w2,+w3,+w4,−w5,−w6 102 −w1,±w2,±w3,±w4,+w5,±w6
68 +w1,−w2,+w3,+w4,−w5,−w6 103 −w1,+w2,±w3,±w4,±w5,±w6
69 +w1,−w2,+w3,−w4,−w5,−w6 104 ±w1,+w2,−w3,±w4,±w5,±w6
610 +w1,−w2,+w3,−w4,+w5,−w6 105 ±w1,+w2,±w3,+w4,±w5,±w6
611 +w1,−w2,+w3,−w4,+w5,+w6 106 ±w1,±w2,±w3,+w4,±w5,−w6
612 −w1,−w2,+w3,−w4,+w5,+w6 107 +w1,±w2,±w3,±w4,±w5,−w6
71 −w1,±w2,+w3,−w4,+w5,+w6 108 +w1,±w2,+w3,±w4,±w5,±w6
72 −w1,+w2,±w3,−w4,+w5,+w6 109 ±w1,−w2,+w3,±w4,±w5,±w6
73 −w1,+w2,−w3,−w4,+w5,±w6 1010 ±w1,±w2,+w3,−w4,±w5,±w6
74 −w1,+w2,−w3,±w4,+w5,+w6 12 ±w1,±w2,±w3,±w4,±w5,±w6
75 −w1,+w2,−w3,+w4,+w5,±w6
Tabelle A.11.: Die auf der Ebene G(5,−6) in den einzelnen Gebieten erlaubten Einheitsrich-
tungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6
A. Anhang
Die Gebietseinteilung der Ebene des Typs K und des Typs L
Auf Grund der Tatsache, dass der Abstand zwischen der Ebene des Typs K und der Ebe-
ne des Typs L sehr klein ist, vgl. Abbildung A.10, kann man bereits vermuten, dass beide
Ebenentypen im Fenster V exakt die gleichen Gebiete ωj mit j = 4, 5, 6a, 6b, 7, 8, 9, 10, 12
schneiden. Die Ermittlung der Gebietsbilder besta¨tigt diese Vermutung und daher ko¨nnen
wir die in den einzelnen Gebieten jeweils erlaubten Einheitsrichtungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6
fu¨r die beiden Ebenen K(5,−6) und L(5,−6) in einer Tabelle zusammenfassen, siehe Tabelle
A.12.
Abbildung A.20.: Die Gebietseinteilung der Ebene K(5,−6)
Abbildung A.21.: Die Gebietseinteilung der Ebene L(5,−6)
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A.4. Die Gebietseinteilungen der unterschiedlichen Ebenentypen
Gebiet Einheitsrichtungen Gebiet Einheitsrichtungen
41 −w1,−w2,−w4,+w6 61 −w1,−w2,−w3,−w4,−w5,+w6
42 −w1,−w3,−w4,+w6 62 −w1,+w2,−w3,−w4,−w5,+w6
43 −w1,+w2,−w3,+w6 63 −w1,+w2,−w3,+w4,−w5,+w6
44 −w1,+w2,−w3,+w4 64 +w1,+w2,−w3,+w4,−w5,+w6
45 +w2,−w3,+w4,−w5 65 +w1,−w2,−w3,+w4,−w5,+w6
46 +w1,−w3,+w4,−w5 66 +w1,−w2,+w3,+w4,−w5,+w6
47 +w1,−w2,+w4,−w5 67 +w1,−w2,+w3,−w4,−w5,+w6
48 +w1,−w2,+w3,−w5 68 −w1,−w2,+w3,−w4,−w5,+w6
49 +w1,−w2,+w3,−w4 71 −w1,−w2,±w3,−w4,−w5,+w6
410 −w2,+w3,−w4,+w6 72 ±w1,−w2,−w3,−w4,−w5,+w6
51 −w1,−w2,−w3,−w4,+w6 73 −w1,−w2,−w3,±w4,−w5,+w6
52 −w1,−w3,−w4,−w5,+w6 74 −w1,±w2,−w3,−w4,−w5,+w6
53 −w1,+w2,−w3,−w4,+w6 75 −w1,+w2,−w3,±w4,−w5,+w6
54 −w1,+w2,−w3,−w5,+w6 76 −w1,±w2,−w3,+w4,−w5,+w6
55 −w1,+w2,−w3,+w4,+w6 77 ±w1,+w2,−w3,+w4,−w5,+w6
56 −w1,+w2,−w3,+w4,−w5 78 +w1,±w2,−w3,+w4,−w5,+w6
57 +w2,−w3,+w4,−w5,+w6 79 ±w1,−w2,−w3,+w4,−w5,+w6
58 +w1,+w2,−w3,+w4,−w5 710 +w1,−w2,−w3,±w4,−w5,+w6
59 +w1,−w3,+w4,−w5,+w6 711 +w1,−w2,±w3,+w4,−w5,+w6
510 +w1,−w2,−w3,+w4,−w5 712 +w1,−w2,+w3,±w4,−w5,+w6
511 +w1,−w2,+w4,−w5,+w6 713 +w1,−w2,±w3,−w4,−w5,+w6
512 +w1,−w2,+w3,+w4,−w5 714 ±w1,−w2,+w3,−w4,−w5,+w6
513 +w1,−w2,+w3,−w5,+w6 81 ±w1,−w2,±w3,−w4,−w5,+w6
514 +w1,−w2,+w3,−w4,−w5 82 ±w1,−w2,−w3,±w4,−w5,+w6
515 +w1,−w2,+w3,−w4,+w6 83 −w1,±w2,−w3,±w4,−w5,+w6
516 −w2,+w3,−w4,−w5,+w6 84 ±w1,±w2,−w3,+w4,−w5,+w6
517 −w1,−w2,+w3,−w4,+w6 85 +w1,−w2,±w3,±w4,−w5,+w6
518 −w1,−w2,−w4,−w5,+w6 91 ±w1,−w2,±w3,±w4,−w5,+w6
92 ±w1,±w2,−w3,±w4,−w5,+w6
Tabelle A.12.: Die auf den Ebenen K(5,−6) und L(5,−6) in den einzelnen Gebieten erlaubten
Einheitsrichtungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6
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A. Anhang
Die Gebietseinteilung der Ebene des Typs F
Abbildung A.22.: Die Gebietseinteilung der Ebene F (5,−6)
Gebiet Einheitsrichtungen Gebiet Einheitsrichtungen
41 −w1,−w3,−w4,+w6 55 −w2,−w3,+w4,−w5,+w6
42 −w1,−w3,−w5,+w6 56 +w1,−w3,+w4,−w5,+w6
43 −w3,+w4,−w5,+w6 57 +w1,−w2,−w3,+w4,−w5
44 +w1,−w3,+w4,−w5 58 +w1,−w2,+w4,−w5,+w6
45 +w1,−w2,+w4,−w5 59 +w1,−w2,−w3,−w5,+w6
46 +w1,−w2,−w5,+w6 510 +w1,−w2,−w4,−w5,+w6
47 −w2,−w4,−w5,+w6 511 −w2,−w3,−w4,−w5,+w6
48 −w1,−w2,−w4,+w6 512 −w1,−w2,−w4,−w5,+w6
49 −w2,−w3,−w5,+w6 61 −w1,−w2,−w3,−w4,−w5,+w6
51 −w1,−w2,−w3,−w4,+w6 62 −w1,−w2,−w3,+w4,−w5,+w6
52 −w1,−w3,−w4,−w5,+w6 63 +w1,−w2,−w3,+w4,−w5,+w6
53 −w1,−w2,−w3,−w5,+w6 64 +w1,−w2,−w3,−w4,−w5,+w6
54 −w1,−w3,+w4,−w5,+w6
Tabelle A.13.: Die auf der Ebene F (5,−6) in den einzelnen Gebieten erlaubten Einheitsrich-
tungen ±wi mit 1 ≤ i ≤ 6
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